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Resumo: O Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG) propde a expansio do es-
paco de aproximagao do Método dos Elementos Finitos (MEF) mediante a insercdo de funcdes
(conhecidas como fung¢des de enriquecimento) que melhor representem localmente o compor-
tamento da solucdo procurada. Tais funcdes podem apresentar caracteristicas especificas ou
mesmo serem geradas numericamente. Entretanto, o aumento do espago de aproximagdo de
modo irrestrito pode introduzir dependéncias lineares no sistema de equacdes do MEFG, tor-
nando a solug@o obtida imprecisa ou mesmo impedindo a solucao do sistema por métodos di-
retos. A chamada versido estavel do Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFGE)
explora uma modifica¢do nas funcdes de enriquecimento com o objetivo de melhorar o con-
dicionamento da matriz de rigidez. Contudo, tal modificagdo ndo se configura como condig¢ao
suficiente para garantir uma reducao efetiva do nimero de condi¢do. Neste trabalho, considera-
se uma nova modificacdo do espaco das fungdes de forma do MEFG associadas ao enrique-
cimento: trata-se do emprego de funcdes do tipo flat-top como Parti¢do da Unidade (PU) em-
pregadas exclusivamente na constru¢@o das fungdes de forma enriquecidas (sdo definidas PUs
para elementos finitos quadrilaterais e triangulares). Por meio de um exemplo numérico que
evidencia as vantagens do MEFG em relacdo ao MEF convencional, demonstra-se que a flat-
top empregada como PU do espago de enriquecimento preserva as excelentes propriedades de
convergéncia do MEFG. Além disso, mostra-se que o condicionamento da matriz de rigidez
associada é proximo, ou melhor, que o condicionamento apresentado pelo MEF (uma vez que
o enriquecimento, mesmo polinomial, ndo gera dependéncias).

Palavras chaves: Método dos Elementos Finitos Generalizados, Método dos Elementos Finitos
Generalizados Estdveis, Niimero de Condigdo, Particdo da Unidade.

Abstract: The Generalized Finite Element Method (GFEM) proposes the expansion of the Fi-
nite Element Method (FEM) approximation space by inserting functions (known as enrichment
functions) that best represent locally the behavior of the searched solution. Such functions may
have specific characteristics or even be generated numerically. However, the unrestricted appro-
ach space increase can introduce linear dependencies in the system of equations of the GFEM,
making the solution obtained imprecise or even preventing the solution of the system by direct
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methods. The so-called stable version of the Generalized Finite Element Method (SGFEM) ex-
plores a modification in the enrichment functions in order to improve the conditioning of the
stiffness matrix and, therefore, to reduce discretization errors. However, such modification is not
a sufficient condition to ensure an effective reduction of the condition number. This work consi-
ders a new modification of the GFEM shape functions space associated with the enrichment: it
uses flat-top functions as Partition of Unity (PU) exclusively in the construction of the enriched
shape functions (PUs are defined for quadrilateral and triangular finite elements). By means of
a numerical example that shows the advantages of the MEFG in relation to the conventional
MEEF, it is demonstrated that the flat-top employed as PU of the enrichment space preserves the
excellent convergence properties of the GFEM. Moreover, it is shown that the conditioning of
the associated stiffness matrix is closer to, or better than, the conditioning presented by FEM
(since the enrichment, even polynomial, does not generate dependencies).

Keywords: Generalized Finite Element Method, Stable Generalized Finite Element Method,
Condition Number, Partition of Unity.

1 INTRODUCAO

Nas altimas duas décadas diversas pesquisas vém demonstrando a eficacia do Método dos
Elementos Finitos Generalizados (MEFG) na resolugdo de problemas com caracteristicas lo-
calizadas. O principal conceito do MEFG consiste em incorporar no espaco de aproximagao
o conhecimento a priori do comportamento da solu¢do, explorando a estrutura de Particdo da
Unidade (PU) das fun¢des de forma do Método dos Elementos Finitos (MEF). Dessa forma,
por exemplo, é possivel representar uma descontinuidade forte dentro de um elemento finito
a partir da insercdo de funcdes descontinuas no espaco de aproximacao desse elemento. Tais
caracteristicas propiciam uma melhoria significativa na precisdo numérica em comparagdo ao
MEF.

Entretanto, o aumento irrestrito do espaco de aproximacao pode tornar o sistema de equa-
¢oes do MEFG linearmente dependente. Diversas pesquisas apontam o problema do mau condi-
cionamento da matriz de rigidez obtida pelo MEFG. Babuska e Banerjee (2011, 2012) demons-
tram matematicamente, para malhas regulares com elementos de dimensao h, que o nimero de
condi¢io da matriz de rigidez cresce com O(h~*) mesmo quando uma fun¢do ndo polinomial
¢ usada como enriquecimento. Tal resultado é muito pior em compara¢do com o MEF onde
o crescimento é da (’)(h_z). Esse entrave do MEFG pode, as vezes, representar um limitador
importante, principalmente na solu¢do de problemas ndo lineares, devido ao acimulo de erros
de arredondamento, e problemas de convergéncia em solucionadores lineares iterativos (Béchet
et al., 2005; Fries; Belytschko, 2010). Diversos estudos propdem metodologias para a solugao
desta adversidade, por exemplo, Béchet et al. (2005), Laborde et al. (2005) e Menk e Bordas
(2011), porém com sucesso limitado.

A desvantagem citada acima foi recentemente abordada por BabuSka e Banerjee (2011,
2012), que propuseram uma modificagdo que minimiza esse problema. A versdo do MEFG
que incorpora essa modificacdo foi referida como Método dos Elementos Finitos Generalizados
Estavel (MEFGE). Tal modificacdo restringe-se as fun¢des de enriquecimento, a fim de criar
um espago de funcdes de forma enriquecidas que seja quase ortogonal ao espago de aproxi-
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mac¢do do MEF. Essa abordagem mantém a flexibilidade do MEFG de enriquecer o espago de
aproximacgdo com quaisquer funcdes arbitrarias. BabuSka e Banerjee (2011, 2012) demonstram
matematicamente que o condicionamento da matriz de rigidez do MEFGE cresce com O(h™2),
ou seja, da mesma ordem do MEF.

Investigando as propriedades do MEFGE, Zhang, Banerjee e Babuska (2014) demonstram
que, para enriquecimentos com fungdes polinomiais de graus superiores (>2), a modificagao
imposta as funcdes de enriquecimento ndo € condicao suficiente para garantir um bom condici-
onamento do sistema resolvente. Sendo assim, uma segunda mudanca a ser aplicada ao espago
de enriquecimento é proposta, e equivale a substitui¢ao das fun¢des PU convencionais do MEF
(hat-functions) pela PU flat-top. A partir de andlises numéricas unidimensionais, Zhang, Baner-
jee e Babuska (2014) demonstram que a nova modificacdo garante independéncia linear local
entre o espaco de aproximagdo do MEF e o espaco de enriquecimento. Tais autores, referem-se
a essa nova versao do MEFG como MEFGE de Alta Ordem devido as taxas superiores (>2) de
convergéncia obtidas.

Este trabalho insere-se no ambito das investigagdes sobre novos desenvolvimentos para o
MEFGE de Alta Ordem com aplicagdo em problemas bidimensionais. Em particular, destaca-se
uma PU flat-top definida para elementos finitos triangulares. Além disso, apresentam-se analises
numéricas que evidenciam a eficicia dos avancos propostos seja quanto a convergéncia do erro,
seja quanto a estabilidade numérica.

2 PROBLEMA MODELO

Seja Q = QU IO € R? o dominio do Problema de Valor de Contorno (PVC), tal que o
contorno 0§2 = 0§27 U 9" e 927 N 0" = &, onde sobre 027 e 02" sdo definidas condigdes
de Neumann e Dirichlet, respectivamente.

Na auséncia de forgas de volume, define-se a equacdo de equilibrio para o problema como:

V-o:=0emf(). (1)

As relagdes constitutiva e de compatibilidade entre deformagdes e deslocamentos se escrevem,
respectivamente, por:

oc=C:¢g, g:= %(Vu + (Vu)™). )

Na Eq. (2), 0 € denotado de tensor de tensdo de Cauchy, € € o tensor constitutivo de Hooke,
€ € o tensor de pequenas deformacdes e u € o deslocamento. Define-se entdo condi¢des de
contorno sobre 02 como:

t:=n-ocem0Q’, u:=uem N, 3)

tal que, n é o vetor normal unitédrio externo de 952, ¢ e @ sdo carregamentos e deslocamentos
impostos, respectivamente. Mediante as Eq. (1) a (3) define-se a forma forte do PVC.

A formulagdo fraca do PVC reduz as exigéncias de continuidade da forma forte sobre as
fungdes candidatas a solucdo, possibilitando assim a obten¢ao de solugdes aproximadas (Pro-
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enca, 2010). Nesse contexto, define-se a forma fraca mediante o Principio dos Trabalhos Virtu-
ais (PTV), como:

encontrar u € H'(Q), u = wem Q" para Yv € H'(Q), v = 0 em 90", tal que
Wint = Wewt; (4)

em que, u e v sdo funcdes ditas, respectivamente, de tentativa e teste e pertencem ao espago
de Hilbert H'(€) com primeiras derivadas continuas por partes e quadrado integraveis. Wi, €
We.t sdo o trabalho das forcas internas e externas, respectivamente. LLogo, para a elasticidade
linear, define-se,

Wing == / o(u) : e(v) dQ, Wept 1= / t-vd09Q7), 3)
0 000

Sendo assim, mediante o uso do método de Galerkin, define-se um subespaco S(€2) do
espago H'(£2) que contém fungdes de aproximagdo (“tentativas™) da solu¢do exata. Portanto,
S(Q) c H'(Q), e depende do método numérico utilizado para construir a aproximagdo. Nas
secOes seguintes demonstra-se a construcao de aproximacdes numéricas para o PVC mediante
os espacos de aproximacao fornecidos pelo MEFG e MEFGE.

3 MEFG E MEFGE: UMA BREVE DESCRICAO

O MEFG ¢é uma metodologia hibrida entre o MEF e os métodos sem malha que permite ex-
pandir o espaco de aproximagao do MEF com fungdes especiais que aproximam bem a solugao
localmente. Tal expansao € construida explorando as propriedades de PU das funcdes de forma
do MEF. Em sintese, as fun¢des de forma ¢;; do MEFG sao o resultado do produto entre a PU

; do MEF e as func¢des de enriquecimento w@, ie.,

Pij = %%(«i) (sem soma em 7). ©)

Seja, I, = {0, ..., N—1} o conjunto dos indices dos nés da discretizagéo adotada em elementos
finitos de dimensdo i e N o nimero de nés, ¢ € I; C I, em que I; é o conjunto com 0s
indices dos nds dos elementos e pertencentes a nuvem w; e j € I; = {0,...,n;} talque [; é o
conjunto com os indices das funcdes de enriquecimento wj@ atreladas ao n6 ¢ e n; é o nimero
de fungdes de enriquecimento. Neste trabalho, ¢;, i € I}, s@o fun¢des lagrangianas lineares
e bilineares com suporte definido sobre a nuvem wj, i.e., sobre o dominio dado pela uniao de
todos os elementos que compartilham o mesmo n6 ¢ (Oden; Duarte, 1997). Segundo Melenk
(1995), tais fungdes constituem uma PU, pois atendem a propriedade de soma unitdria, ou seja,
Y iern, pilz) =1, Vz € (), e garantem conformidade 2 aproximacio final obtida.

Portanto, em termos de uma representacdo geral, o espaco das funcgdes teste do MEFG ¢é
definido mediante a Eq. (6) como,

S=3"3 by =3 Y e b =8+, v =1, @)
el jel; icly jel;

em que,
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S1={C:¢=Y b}, Se={¢C:¢= ZXFZ%% ®)

iely iel), j=1

béi), bg.i) € R e representam os graus de liberdade atrelados aos nds da discretizagdo. S; refere-se
ao espago de aproximacido do MEF e S, ao espaco das fung¢des de forma enriquecidas. Observa-
se ainda que para as nuvens w; em que n; = 0 o espago de aproximagao local S € o mesmo do
MEF.

No MEFG Estavel (MEFGE) as fun¢des de enriquecimento do MEFG sdo localmente mo-
dificadas afim de torné-las nulas nos nds da nuvem w;, em outras palavras:

=) i i

em que, para problemas bidimensionais,

T (47) = 3 et @, (10)
keIt

—(1)
¥,
de v,bj(-i) sobre a nuvem w; e (7, yx) sdo as coordenadas do né k.

Com a modifica¢do obtida, 0 mesmo procedimento apresentando na Eq. (7) € usado para
construir os espaco de aproximacido do MEFGE, resultando,

¢ a funcdo de enriquecimento modificada, Z,,, (z/zj(.i) > ¢ uma interpolacdo dos valores nodais

S=8+8, & ={C:¢= ZZ% M0y, (11)

i€l j=1

Desta forma, com uma ordenacdo adequada dos graus de liberdades nodais, a matriz de
rigidez global do MEFG ou MEFGE tem a forma,

K Ky
K= , 12
{&1@} (12)
em que K;; sdo blocos de matrizes. A matriz Ki; = [B(p;, ¢;)] € a propria matriz de rigidez

do MEF, K,, = [B (goiw](-i), gokwy(rlf))] ¢ uma matriz que contém exclusivamente as parcelas do

enriquecimento e Ky, = K3, = [B(¢;, @j¢£j )] sdo blocos hibridos que dependem de S; e Ss.

Como mencionado anteriormente, embora a expectativa de convergéncia 6tima seja uma
excelente caracteristica do MEFG, para obté-la € importante que o sistema de equagdes atrelado
possa ser resolvido com precisdo e eficiéncia, ou seja, € necessario que o sistema de equacdes
seja bem condicionado. Desta forma, adota-se o nimero de condi¢éo escalonado £(K) como
indicador do condicionamento matricial, definido a partir do nimero de condi¢@o £ (-) da matriz
escalonada K conforme demonstrado a seguir:

R(K) = ra(K) = 12(DKD) = [[K|[o]IK |}, (13)
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em que, D é uma matriz diagonal com D;; = K;l/ ?¢ ||||2 é a norma euclidiana.

Babuska e Banerjee (2011, 2012) demonstram matematicamente para problemas unidi-
mensionais enriquecidos com fungdes polinomiais que A(Kypra) = O(h™) e R(Kyprae) ~
A(K11) = O(h™?), ou seja, o condicionamento do MEFGE, em contrapartida ao do MEFG, é
da mesma ordem de magnitude que o MEF. Todavia, Zhang, Banerjee e Babuska (2014) afir-
mam que a modificacdo imposta pelo MEFGE as funcdes de enriquecimento ndo é condi¢do
suficiente para garantir que ndo haverd dependéncias lineares. Desta forma, tais autores empre-
gam uma segunda alteraciio sobre S, a fim de garantir independéncia linear local do espaco
S,. Essa alteracdo consiste no uso de PUs distintas para a construcdo dos espacos S; e So.
Na Subsecdo 3.1 apresenta-se uma breve discussdo acerca das ideias sugeridas por Zhang, Ba-
nerjee e Babuska (2014) e além disso, € proposta uma extensdo de tais ideias para problemas
bidimensionais.

3.1 Particao da Unidade flat-top

Zhang, Banerjee e Babuska (2014), objetivando a construcao de espagos de aproximagao
de alta ordem, propdem a incorpora¢do de polindmios de alta ordem ao espacgo das funcdes de
enriquecimento S, do MEFGE. Entretanto, para garantir independéncia linear entre os espagos
S; e Sy, tais autores sugerem uma modifica¢do equivalente a substituir a PU hat-function do Sy
pela PU flat-top o', Neste trabalho, essa versdo do MEFG ser4 referida por MEFGE”'. Logo,

o espaco de aproximacio do MEFGE!7 ¢ definido por,
S=8i+8 Syt ={C:i¢ = oMy ). (14)
iel j=1

Neste contexto, Zhang, Banerjee e BabuSka (2014) realizam ainda andlises numéricas em
problemas unidimensionais e comprovam que a PU flat-top garante estabilidade devido ao bom
condicionamento matricial. Mais recentemente, Sato (2017) estende a formulagdo da PU flat-top
para problemas bidimensionais com fratura, discretizados com elementos finitos quadrilaterais,
e obtém resultados que demonstram a eficicia da mesma para esta classe de problemas.

Entretanto, o uso de elementos finitos quadrilaterais pode ser fator limitante na discretiza-
¢do de geometrias complexas. Desta forma, considerando o elemento finito mestre é := {(£,7) :
€€ 0,1], 0 <n < 1-— ¢}, propde-se a seguir a extensdo da formulagdo da PU flar-top para
elementos finitos triangulares:

(0 . £el0,0],0<n<1-¢,

p1(&m) = (f:;{) felo,1—0],0<n<1-¢, (15a)
(1 fefl—0,1,0<n<1-¢,
(0 ) nel0, 0], 0<E<1—0,

p2(&,m) = (f:;j) nelo,1—0],0<E<1—n, (15b)
(1 nel—o, 1,0<E< 11—,
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Nas Eq. (15a, b, ¢), ¢1, @2, @3 estdo associadas a numeracao local dos nés do elemento
é (ver Figura 1). O parametro 0 < o < 0.5, e o parametro £ € N* controlam a suavidade da
curva que interliga as regides planas. Observa-se ainda que a fungdes apresentadas respeitam a
propriedade de soma unitdria em qualquer ponto e t€ém suporte contido no dominio do elemento.

Como a PU flat-top tem caracteristicas distintas em cada regido do elemento, observa-
se que, a depender do valor do parametro o, a integracdo numérica pode ser afetada pois os
pontos de integracdo podem concentrar-se em regides especificas, impedindo a computacao da
contribuicao das demais regides e tornando a integracdo imprecisa. Uma op¢ao para evitar este
tipo de problema seria adotar uma grande quantidade de pontos de integracdo, entretanto, essa
metodologia poderia penalizar seriamente o tempo gasto para computar a matriz de rigidez e o
vetor de for¢as nodais. Além disso, torna-se imprecisa a definicdo da quantidade de pontos de
integracdo necessaria para dado valor de o.

A estratégia proposta em relacdo a essa questdo consiste na divisdo do dominio do elemento
finitos mestre ¢ em nove subelementos triangulares que respeitam os limites definidos por o (ver
Figura 1). Em seguida, mapeia-se os pontos de integracdo da quadratura de Hammer, Marlowe
e Stroud (1956) de um subdominio mestre 7 := {(£,7) : € € [0,1], 0 < 7 < 1 — £} para cada
subelemento ;.

Fo +1-20 +0

3

Figura 1. Representacio do dominio adimensional do elemento finito mestre é e dos subelementos 7;.

Tal estratégia, além de evitar que regides do dominio do elemento finito mestre nao sejam
contabilizadas, flexibiliza a escolha da quantidade de pontos de integracdo na andlise. Desta
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forma, por exemplo, a contribui¢ao dos subelementos em que a PU flaz-fop é nula ndo precisa ser
computada, logo, o processo torna-se mais preciso € menos dispendioso computacionalmente.

4 EXEMPLOS NUMERICOS

Um painel bidimensional com uma fissura de borda (ver Figura 2) foi submetido a andlises
numéricas por meio das versdes do MEFG. Tal painel possui caracteristicas que potencializam
as vantagens do MEFG frente ao MEF.

a

\\\\i\ XGT

Yr

7

x

y Aty
RN

EENERN

Figura 2. Representacao do painel com fissura de borda.

Considerou-se a condic¢do de estado plano de deformacao, painel de espessura unitéria e
dimensdo a = 0.5. A descontinuidade de deslocamento através da linha da fissura foi levada
em conta mediante emprego de nds duplos. Idealmente, considerou-se um material de compor-
tamento linear elastico com modulo de elasticidade 1.0 e coeficiente de Poisson 0.3. O carrega-
mento imposto ao longo dos lados foi determinado por meio dos primeiros termos da expansao
assintdtica da solucdo analitica em tensdo, definida por Szab6 e Babuska (1991, p. 176), para o
Modo 1 e Modo 2. Nota-se que a origem do referencial cartesiano para a solucao analitica coin-
cide com a ponta da fissura. Observa-se ainda que o carregamento assim determinado fornece
as condicoes de contorno de Neumann.

Nas andlises, foram consideradas 6 malhas uniformes e regulares de elementos finitos qua-
drilaterais e triangulares. O comprimento dos lados dos elementos é dado por h; = a/2',
i€ M ={ieN:1<1i<6} Comoexemplo, na Figura 3 ilustra-se a discretizagdo da
geometria em elementos finitos quadrilaterais e triangulares de dimensao h = 0.125.

Além disso, para a andlise de convergéncia da solu¢do aproximada empregou-se a medida
de erro definida pela norma energia do erro em tensdo ||e||q, sendo esta descrita como,

1/2
lella= ( I aw>) | (16)

em que, {2 refere-se ao dominio do problema, o,, ¢ a solugdo para as componentes de tensdo
obtida por meio de cada versdo do MEFG, o, € a solucdo analitica exata para cada componente
de tensao, e € é o tensor constitutivo.
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Duas estratégias de enriquecimentos foram empregadas para aproximar o comportamento
da solugdo. Além disso, apresenta-se um estudo acerca do parametro o de modo a obter um
valor de referéncia que conduza as estratégias de enriquecimento empregadas.

Como ja mencionado, o sistema de equacdes do MEFG, e suas versdes, pode ser linear-
mente dependente. Para a busca de solucdo, nas anélises descritas a seguir, nas situacdes onde
o sistema de equacdes apresentou dependéncias lineares, foi empregado o algoritmo de escalo-
namento e perturbacdo da matriz dos coeficientes proposto por Strouboulis, Babuska e Copps
(2000).

Vale ressaltar ainda que nas simulacdes numéricas baseadas em elementos finitos quadrila-
terais, empregou-se a PU flat-top definida por Sato (2017).

(@) (b)

Figura 3. Discretizacao do painel em elementos finitos de dimensiao i = 0.125. (a) Malha de elementos finitos
quadrilaterais. (b) Malha de elementos finitos triangulares.

4.1 Analise do parametro o

Como mencionado nas se¢des anteriores, o parametro ¢ controla a dimensao dos subdo-
minios da PU flat-top. Dessa forma, 0 < o < 0.5, de modo que para ¢ = 0 recupera-se a PU
linear do MEF e, para o = 0.5 representa-se a funcdo Heaviside.

Zhang, Banerjee e BabusSka (2014) apontam que a presenca da regido plana (“fop”) na PU
flat-top penaliza a taxa de convergéncia. Além disso, o nimero de condi¢do se reduz a medida
que o se aproxima de 0.5, porém, a imprecisao da aproximagao aumenta nessa mesma dire¢ao.
Sato (2017), por meio do MEFGE!, realiza um estudo acerca do efeito do parametro o sobre
a convergéncia dos resultados e recomenda a ado¢do de o = 0.1 na PU flat-fop do elemento
finito quadrilateral.

Nesse contexto, visando encontrar um valor de referéncia para o na PU flat-top do elemento
finito triangular, simulacdes numéricas foram realizadas com o MEFGE®” . Em tais simulagdes,
para cada nivel de refinamento / e em todos os nds da discretiza¢do, adotou-se um enriqueci-
mento com polindmio completo modificado de ordem 2, ou seja:

i) ni= (=) (W—w) (@—x)ly—w) (x—2:)* (y—w)
Span{¢§) j:O5 = {17 h@ ) hZ ) h2 9 h2 9 h2 . (17)

Os resultados obtidos sdo apresentados na Figuras 4a e 4b, que ilustram o crescimento do nu-
mero de condi¢c@o e a convergéncia do erro em tensdo na norma energia, respectivamente, a
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medida que a malha de elementos finitos € refinada, para diversos valores de o.

109 =

g 10°F 7 - 3
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=] | .
£ i 1 i ]
g B . I% 5
c g 10F 3
E T 1 2 E
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| [ :
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a1 hl
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Figura 4. Resultados para diferentes valores de 0. (a) Convergéncia do erro. (b) Niimero de condicio.

O gréfico apresentado na Figura 4a confirma a hip6tese de melhora do condicionamento
matricial a medida que o valor ¢ se aproxima de 0.5. Além disso, observa-se outro comporta-
mento interessante para o intervalo de 0 < o < (.01, em que o nimero de condi¢do € mais
elevado e constante até que se atinja a mesma ordem de valor em malhas mais refinadas com
o > 0.01. Observa-se ainda que para ¢ > (.01 uma ordem do nimero de condi¢do muito pro-
xima em todas as malhas. A Tabela 1 ilustra o limite da andlise, ou seja 0 = 0, situacdo em
que recupera-se a PU linear do MEF. Confrontando os resultados dessa tabela com a Figura
Figura 4a fica evidente que o condicionamento matricial dado pela PU flat-top para qualquer
valor de ¢ > 0 € muitas ordens de magnitude menor que o atrelado a PU hat-functions.

Tabela 1. Nimero de condicio e erro para o = 0.

h Numero de Condicao Erro
0.25 4.115 x 10" 0.771955
0.125 4.500 x 10%7 0.579560

0.0625 1.324 x 108 0.420970
0.03125 1.274 x 108 0.301409
0.015625 5.752 x 108 0.214416

0.0078125 1.406 x 10 0.152065

Além disso, a Figura 4a comprova convergéncia linear, porém com aumento do erro a
medida que o parametro o cresce. Contudo, a diferencga entre os valores do erro para o < 0.01
¢ minima.

Logo, com base nos graficos presentes nas Figuras 4a e 4b, pode-se concluir que, no ele-
mento finito triangular, para ¢ = 0.01 encontra-se um bom equilibrio entre o nimero de con-
di¢do e erro. Nessa situacdo, os erros de discretizacdo sdo os mais proximos dos valores deter-
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minados com o = 0 (ver Tabela 1) — condicao em que a divisdo do subdominio ndo afetaria a
precisdo — para um crescimento estdvel do nimero de condicao. Portanto, justifica-se assim o
emprego de 0 = 0.01 em discretizagdes com elementos finitos triangulares nas andlises, apre-
sentadas nas segdes seguintes, que empregam o MEFGE’”. No mesmo contexto, seguindo a
recomendacdo dada por Sato (2017), para os elementos finitos quadrilaterais adota-se o = 0.1.

4.2 Estratégia de enriquecimento I

A primeira estratégia de enriquecimento envolve o conjunto de fun¢des de enriquecimento
para o campo de deslocamento apresentado por Oden e Duarte (1997) e Duarte, Babuska e
Oden (2000) (ver Eq. (18)). Tais fungdes possuem a capacidade de representar o comportamento
singular da tens@o nas proximidades da ponta de uma fissura e sdo construidas pelas seguintes
bases de aproximacao:

1 0 1 30
K — = | cos = — = cos —,
2 2 2 2

D en? L
K — | S€Nn— — —S€Nn—
\ 2)72 272

(

y (18)
3 g 1 30
v \/; (FL + 5) sen§ + iseng,
’ 3 6 1 36
\ (/@'—5) COS§+§COS?

em que, (r,6) é o sistema de coordenadas polar localizado na ponta da fissura (ver Figura 2),
x € uma constante do material definida por (3 — 4v), onde v € o coeficiente de Poisson. Ainda
sobre a Eq. (18), L¥ e LY sdo usadas para enriquecer os graus de liberdade da aproximagéo
relacionados as direcdes globais x e y, respectivamente.

O enriquecimento dado pelo conjunto de fun¢des singulares apresentado na Eq. (18) foi
aplicado localmente a vizinhanga da ponta da trinca. A zona de enriquecimento € limitada, para
todas as malhas, por uma regido quadrilateral centrada na ponta da fissura e com comprimento
do lado de 0.5 (ver Figura 5).

Figura 5. Malha de elementos finitos triangulares com 2 = 0.0625. A zona de enriquecimento € representada
pelo conjunto de nés em azul. A fissura € representada pela linha em vermelho.
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Portanto, segundo os graficos presentes nas Figuras 6a e 7a, observa-se que o enriqueci-
mento singular propicia ao MEFG e suas versdes taxa de convergéncia 6tima, ou seja, da O(h).
Além disso, identifica-se que as versdes estaveis do MEFG apresentam resultados bastante se-
melhantes. Além disso, € visto que o resultado obtido pelo MEFG, apesar de apresentar a mesma
taxa de convergéncia de suas versdes estaveis, possui uma medida do erro de maior magnitude.

[ 1 1 LU II 1 1 T 1 LU Il ] | 1 T 1 LI II T 1 1 T T T II ]

i L os i -#- MEFG A

' P AT 1 10°E —A- MEFGE 1503

z - A, 1 f  —A— MEFGE” 386J7,/ ]

+ o - ¢ -

T 1 £ 0 1

2 e F

107 4 © F :

=k 1 ¢t :

'§n [ i ° - .

5] B ] g 106 - E

5 i 1 £ F :

g i MEFG ¥ ]

- - -
2 L —A- MEFGE .

—A— MEFGEFT 107 E

102 4 0] R i ]

10! 10? 10t 102
ht h!

(a) (b)
Figura 6. Resultados para os elementos finitos triangulares enriquecidos com funcdes singulares. (a) Con-
vergéncia h. (b) Numero de condicio.
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Figura 7. Resultados para os elementos finitos quadrilaterais enriquecidos com funcoes singulares. (a) Con-
vergéncia h. (b) Nimero de condicao.

Outro aspecto interessante € evidenciado pelos resultados presentes nas Figuras 6b e 7b.
Os resultados apontam a mesma ordem de crescimento para o nimero de condi¢do em todas as
versdoes do MEFG, e para os dois tipos de elementos finitos, em refinamentos de h < 0.03125.



= XIISIMMEC

Simposio de Mecanica Computacional

abmec 29 de Outubro a 1° de Novembro de 2018

UFES - Campus Goiabeiras - Vitoria, ES

Contudo, observa-se para 0 MEFG, uma répida evolug¢do do nimero de condigdo da O(h~*) nos
proximos refinamentos. Segundo Gupta et al. (2013), esse fendmeno esta relacionado a dimen-
sd0 da zona de enriquecimento. Além disso, observa-se um crescimento regular da O(h~!%)
ao longo de toda as andlises para as versoes estdveis do MEFG seja em elementos finitos trian-
gulares ou quadrilaterais.

4.3 Estratégia de enriquecimento I1

Visando obter taxas de convergéncia superiores, emprega-se simultaneamente os enrique-
cimentos utilizados nas subsecdes 4.1 e 4.2. Desta forma, os enriquecimentos polinomiais sao
encarregados de suavizar a solu¢ao nas regides distantes da ponta da trinca, enquanto o enri-
quecimento singular é responsdvel por representar o comportamento da solu¢io na vizinhanga
da ponta da fissura.

1071 T LRI | T T T rrrrf T LA B | T T T rrrr

—
2
V]

LR
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—
2
w

LB |
caaanl

Norma energia do erro em tensao
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Norma energia do erro em tensao
T
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Figura 8. Convergéncia / para enriquecimento com funcées singulares e polindmio completo. (a) Resultados
para os elementos finitos triangulares. (b)Resultados para os elementos finitos quadrilaterais.

Segundo os resultados presentes nas Figuras 8a e 8b, para o MEFG e MEFGE, o enrique-
cimento polinomial completo penalizou a taxa de convergéncia dada pelas fun¢des singulares.
Todavia, seja nos elementos finitos quadrilaterais ou triangulares, a PU flat-top propiciou taxa de
convergéncia 6tima. Em particular, a ordem de convergéncia € superior a indicada por Babuska
e Banerjee (2011, 2012) para o MEFG e MEFGE.

Outro aspecto importante € observado nas Tabelas 2 e 3. O MEFG e MEFGE apresentaram
nimeros de condi¢do de magnitudes muito superiores aos dados pelas versdes do MEFGE que
consideram a PU flat-top. Em contrapartida, observa-se um comportamento estavel e regular do
condicionamento matricial atrelado ao sistema de equacdes dado pela incorporagdo das funcdes
flat-top como PU do espago de enriquecimento.

Observa-se ainda que na estratégia de enriquecimento II, o MEFGE ndo apresentou ne-
nhuma vantagem em relacdo ao MEFG, tanto o erro quando a medida do nimero de condi¢do
mostram-se bastante préximos nas duas metodologias.
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Tabela 2. Nimero de condicio para enriquecimento com polinémio completo e func¢ées singulares nos ele-

mentos finitos triangulares.

h MEFG MEFGE MEFGE®”
0.25 5.549 x 1017 6.237 x 107 3.934 x 10°
0.125 8.569 x 10*"  4.161 x 10" 7.171 x 10°

0.0625 1.015 x 108 1.115 x 10*®  1.446 x 10°
0.03125  3.824 x 10'® 4.294 x 10'®  3.001 x 10°
0.015625 3.165 x 10 8.134 x 10'®  6.315 x 10°

0.0078125 6.276 x 10'® 7.058 x 10™® 1.131 x 107

Tabela 3. Nimero de condi¢do para enriquecimento com polindmio completo e func¢oes singulares nos ele-

mentos finitos quadrilaterais.

h MEFG MEFGE  MEFGE”
0.25 2.810 x 10" 3.542 x 10'7  2.791 x 10°
0.125  4.341 x 10" 2.116 x 10'® 5.644 x 10°
0.0625  6.919 x 10'® 1.199 x 10" 1.222 x 10°

0.03125  3.815 x 10" 1.553 x 10* 2.510 x 10°
0.015625 4.546 x 10* 3.112 x 10* 5.042 x 10°
0.0078125 7.278 x 10*'  2.190 x 10?2 1.009 x 107

5 CONCLUSAO

A investigacdo numérica realizada com o MEFGE” considerando PU flat-top para ele-
mentos finitos quadrilaterais e triangulares demonstra que o condicionamento matricial do sis-
tema de equagdes medido pelo nimero de condi¢cdo € da mesma ordem que o fornecido pelo
MEEF. Além disso, as taxas de convergéncia resultantes, quando comparadas ao MEFG conven-
cional, indicam favordveis ganhos de precisao.
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