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RESUMO 

 
O transporte de um poluente sob os efeitos combinados de advecção e difusão é descrito pela equação de advecção-
difusão, com a qual muitos processos físicos podem ser modelados. A poluição atmosférica causada por efeitos naturais ou 
antropogênicos é um exemplo sistematicamente modelado por equações diferenciais tradicionais (ordem inteira). Existe, no 
entanto, uma lacuna nas soluções analíticas de equações diferenciais de ordem fracionária (ordem não-inteira) na literatura 
em relação à dispersão de poluentes atmosféricos, onde o uso do cálculo fracionário na modelagem de difusão turbulenta é 
justificado pelo comportamento não diferencial no problema e pela presença de difusão anômala. Neste estudo, uma 
solução analítica para a equação de difusão-advecção fracionária tridimensional foi obtida para simular a dispersão 
atmosférica de poluentes na camada limite planetária. Os autores propõem um método que utiliza o método da 
decomposição de Laplace e a metodologia GITT, considerando os coeficientes de difusão lateral e vertical dependentes da 
distância longitudinal da fonte com expoente fracionário da mesma ordem de derivada fracionária൫ܭ௬,௭ ∝  ఈ൯, resultando emݔ
uma solução mais geral. 

PALAVRAS-CHAVE: Método de decomposição. GITT. Derivadas fracionárias. Camada limite planetária. 
Dispersão atmosférica. 

 
1. INTRODUÇÃO 
  

Este trabalho propõe o uso de uma nova metodologia para obter a solução da equação de difusão-advecção 
para simular a dispersão de poluentes emitidos na camada limite planetária. Normalmente, equações 
diferenciais permitem solução com ordens inteiras em suas derivadas. No entanto, em derivadas fracionárias 
essa ordem pode ser alterada para números não inteiros2,6,7,8,9. A metodologia proposta, juntamente com o 
conceito de derivadas fracionárias, resulta em uma solução analítica da equação de difusão-advecção de uma 
maneira mais simples e geral, enfatizando que ela pode ser estendida a problemas não lineares. Este 
procedimento foi utilizado pela primeira vez na simulação da dispersão de poluentes atmosféricos. 

2. METODOLOGIA 
 

A equação de difusão-advecção estacionária pode ser escrita da seguinte forma: 
 

ܷ
ܿడഀ(௫,௭)

ఈݔ߲ = (ݔ)௬ܭ
߲ଶܿ(ݔ, (ݖ
ଶݕ߲ + (ݔ)௭ܭ

߲ଶܿ(ݔ, (ݖ
ଶݖ߲  ,          0 < ߙ ≤ 1                          (1) 

 
onde c é a concentração integrada lateralmente, C representa a derivada de Caputo, ߙ representa a ordem do 
operador espacial fracionário, U é a velocidade média do vento e, Ky e Kz são os coeficientes de difusão  lateral 
e vertical representados pelas seguintes equações:  
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onde ߙ tem ordem similar da derivada fracionária2, ߪ௩ e ߪ௪ são os desvios padrões da velocidade lateral e 
vertical, respectivamente. Para obtenção da solução da equação (1), faz-se necessário uma substituição de 
variável8: 

ܺఈ = න ఈ                                             (4)(ݔ݀)ఈݔ
௫


 

 
Assim, a Eq. (1) pode ser reescrita como: 
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߲ଶܿ(ݔ, (ݖ
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Com as seguintes condições de contorno: 
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߲ܿ
ݖ߲ = ݖ ݉݁ 0 =  ݁ ℎݖ =  (5a)                                          ݖ

ܭ
߲ܿ
ݖ߲ = ݖ ݉݁  0 = 0                                          (5b) 

E a seguinte condição de fonte, 

ܿ(0, ,ݕ (ݖ =
ܳ
ߜܷ
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onde ܪௌ  é  a altura da fonte, Q é a taxa de emissão e h é a altura da camada limite planetária. A função delta 
de Dirac, δ(. ), é aproximada pela seguinte expressão: 
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com os autovalores dados por: 
ߣ =

ߨ݊
ℎ  ,݊ = 1, 2,3, …                                            (7) 

Assim, a condição de fonte pode ser reescrita como: 
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O primeiro passo para obtenção da solução tridimensional da Eq. (5) será a aplicação da GITT na variável ݕ. 
Seguindo-se o formalismo GITT (Generalized Integral Transform Technique)1 e o método da decomposição por 
Laplace, obtém-se. 
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3. RESULTADOSE DISCUSSÃO 
 

 Os dados gerados pelo modelo são comparados 
com os dados observados nos experimentos de 
Copenhagen que são descritos em4,5, consistindo na 
liberação do traçador SF6 (hexafluoreto de enxofre) 
ao norte de Copenhaguen (Dinamarca). O traçador foi 
liberado sem empuxo de uma torre com uma altura 
de 115m e foi coletado ao nível do solo, com 
unidades de coleta posicionadas a 2 a 6 km de 
distancia. 

 
Figura 1: Concentração ao nível do solo para diferentes valores 
fracionários em função da distancia da fonte. 

 
 Observa-se na Figura 1 que a solução com 
coeficiente de difusão dependente da distância da 
fonte altera o valor do pico de concentração. Além 
disso, claramenteobserva-se que o parâmetro α 
influencia o processo de dispersão. Para a simulação 
de ordem inteira (ߙ = 1), observa-se uma menor 
concentração de poluentes na região próxima à fonte, 
com tendência a diminuir com distâncias maiores da 
fonte. Com o decréscimo de ߙ, percebe-se que o pico 
de concentração aumenta (a localização do pico de 
concentração é um dos parâmetros mais importantes 
no contexto da poluição atmosférica), tendendo a 
manter a concentração em níveis elevados para 
maiores distâncias da fonte. 



 

Tabela 1: Indicadores estatísticos de desempenho do modelo 
para diferentes valores de α. 

A Tabela 1 indica que os melhores resultados 
ocorrem com ߙ = 0,965 ݁ 0,962, com menor NMSE 
(0,24) e FAT2 de 96%. O pior resultado ocorre com 
α = 1,00, que representa a derivada de ordem 
inteira com maior NMSE (0,57) e menor FAT2 
(69%). 
 
4. CONSIDERAÇÕES FINAIS 
 
Este trabalho propõe o uso de uma nova 
metodologia para obtenção da solução da equação 
advecção-difusão tridimensional para simular a 
dispersão de poluentes emitidos na camada limite 
planetária. Normalmente, equações diferenciais 
permitem solução com ordens inteiras em suas 
derivadas. No entanto, em derivadas fracionárias, 
essa ordem pode ser alterada para números não 
inteiros. A metodologia proposta, juntamente com o 
conceito de derivadas fracionadas, resulta em uma 
solução analítica da equação linear difusão-
advecção de uma maneira mais simples e mais 
geral, enfatizando que ela pode ser estendida a 
problemas não lineares. 

Analisando-se os resultados de concentração no 
nível do solo do experimento de Copenhaguen 
(condições moderadamente convectivas a neutras), 
foi observado que o efeito de memória devido aos 
coeficientes de difusão dependes da distância da 
fonte com expoente fracionário da mesma ordem 
de derivada fracionária (ܭ ∝  ఈ) apresentam osݔ
melhores resultados com α = 0,962 e α = 0,965. 
Esta análise é confirmada pelos índices estatísticos 
e gráficos de dispersão resultantes das simulações, 
onde apresentou FAT2 com valor 0,96 e COR de 
0,76 e 0,77, respectivamente. Este é um resultado 
interessante, pois é uma prática em problemas de 
dispersão na atmosfera levar em conta o efeito da 
memória apenas no coeficiente de difusão e não da 
ordem da derivada. 

Finalmente, é importante dizer que, embora para 
lidar com situações reais seja necessário usar um 
método numérico, é útil examinar primeiro as 

possíveis soluções analíticas para obter uma 
estrutura conhecida e soluções de teste. Neste 
sentido, as soluções analíticas são úteis para uma 
variedade de aplicações, tais como: fornecer 
análises de perto de cenários alternativos de 
poluição, realizar análise de sensibilidade para 
investigar os efeitos de vários parâmetros ou 
processos envolvidos no transporte de 
contaminantes. É importante ressaltar que a grande 
vantagem desta metodologia é a simplicidade na 
obtenção de uma solução analítica. 
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