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Resumo: Os métodos de subestruturacdo permitem a redugdo de custos computacionais, e sdo
aplicaveis principalmente em anadlises dindamicas estruturais. Na sintese modal de componentes
tem-se o método de Craig-Bampton, que reduz os graus de liberdade internos de cada
subestrutura e realiza o acoplamento com o objetivo de obter a resposta da estrutura. Esse
artigo tem como objetivo desenvolver o método de Craig-Bampton aplicado a elementos de
viga. Para isso, desenvolveu-se um algoritmo no software MATLAB que implementa a
modelagem do Método de Elementos Finitos para cada subestrutura e, posteriormente, realiza
o acoplamento pelo método de Craig-Bampton. O método foi validado a partir dos resultados
de analises pelo Método de Elementos Finitos para estrutura completa realizadas no SAP 2000.
Foi possivel observar que o método permite uma grande redug¢dao do nimero de equagdes.

Palavras chaves: Subestruturacéo; Craig Bampton; Sintese Modal de Componentes.

Abstract: Substructuring methods allow the reduction of computational costs, and are
applicable mainly in dynamic structural analysis. In the Component-Mode Synthesis we have
the Craig-Bampton method, which reduces the internal degrees of freedom of each
substructure and makes the coupling in order to obtain the structure response. This article
aims to develop the Craig-Bampton method applied to beam elements. For this, an algorithm
was developed in the MATLAB software that models the Finite Element Method for each
substructure for later coupling by the Craig-Bampton method. The method was validated from
analyzes of the Finite Element Method for complete structure realized in SAP 2000. From the
applications it is possible to observe that the method allows a great reduction of the numbers
of equations.
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1 INTRODUCAO

Em analises estruturais dindmicas 0s custos computacionais podem se tornar
impraticaveis (Hollkamp e Gordon, 2008) uma vez que é necessario solucionar uma
equacdo de equilibrio do sistema para cada resposta no tempo. Nesse caso, destacam-se
0s métodos de subestruturacdo por reduzir os custos computacionais.

Esses métodos envolve a divisdo de uma estrutura em um ndmero de subestruturas.
Assim, obtém-se 0 modelo dindmico de ordem reduzida de cada subestrutura, e entéo é
realizada a montagem dos modelos de ordem reduzida de toda a estrutura, possibilitando
prever a resposta da estrutura completa (Craig e Kurdila, 2006). Alem de facilitar os
sistemas de montagem, a subestruturacdo permite fazer otimizacdes locais para posterior
otimizagdes globais (D’ Ambrogio e Sestieri, 2004).

Os métodos de subestruturacdo que utilizam matrizes generalizadas de massa,
amortecimento e rigidez considerando propriedades locais sdo chamados de sintese modal
de componentes (CMS). Esses sdo baseados no dominio do tempo. Dentre esses métodos
destaca-se o Craig-Bampton. Os métodos baseados no dominio de frequéncia descrevem
cada subestrutura em termos de funcdes de resposta em frequéncia (FRF's), séo
denominados subestruturacdo baseada em freqiiéncia (FBS) (Klerk, Rixen e Jong, 2006).

A sintese modal de componentes aproxima os graus de liberdade por coordenadas
generalizadas a partir de uma matriz de transformacao composta por modos. O método
de Craig-Bampton considera nessa matriz de transformagdo os modos de interface fixa e
0s modos de restricao.

A subestruturagdo dindmica linear tem sido desenvolvida desde o século XX (Guyan,
1965; Craig e Bampton, 1968; MacNeal, 1971; Rubin, 1975). O método de Craig-
Bampton (C-B) é um método de subestruturacéo linear eficiente. O custo computacional
pode ser reduzido drasticamente no primeiro desacoplamento de uma estrutura em
subestruturas, e utilizando o método de Craig-Bampton para obter o comportamento da
estrutura completa (Allen e Kuether, 2012). Assim, pretende-se desenvolver o método de
subestruturagéo, realizando o acoplamento de subestruturas geometricamente lineares
através do método de Craig-Bampton.

2 TEORIA

A equacdo de equilibrio de um sistema sob vibracdo forcada de N graus de
liberdade ndo amortecido é dada por (Rao, 2011):
Mii + Ku = f(t) (1)

Onde M é a matriz de massa, K é a matriz rigidez do sistema, ambas com dimensdo N x
N, u é o vetor deslocamento e f(t) o vetor de forca aplicada, ambos com dimensdes N x
1.

Para desenvolver a sintese modal de componentes as matrizes sdo agrupadas em
graus de liberdade de contorno b, que sdo compartilhados com outra subestrtura ou
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recebem carga externa, e graus de liberdade internos i (Craig e Kurdila., 2006). Conforme
a seguinte equacdo, em que o subscrito (s) indica a correspondente subestrutura:

Mii Mi ](S){ }(S) N Kii Kib](S) {ul}(s) _ {0 }(s) (2)
Mpi Mpp] ity Kpi Kppl (U fb

Craig e Kurdila (2006) relatam que as coordenadas de deslocamento fisico das
subestruturas u sdo representadas em termos de coordenadas generalizadas de
componentes p através da transformacao:

u(s) = llj(s)p(s) (3)

Onde a matriz transformacdo y®) é composta por modos da subestrutura correspondente,
que podem ser modos de corpo rigido, modos normais de vibracdo livre, modos de
restricdo e modos anexos.

A fim de reduzir os graus de liberdade internos dos modelos de cada subestrutura
a matriz de transformacéo de Craig Bampton considera k modos de interface fixa ¢;; e
0s modos de restricdo {r;;,. A transformacdo de coordenadas de Criag-Bampton é dada
por:

(4)

u® =

uz Q) [¢lk lpib](S) P® _
I, {Pb} =Tcpp

Onde p, é 0 vetor de coordenadas generalizadas e Tcg € a matriz de transformagéo C-
B.

Kuether e Allen (2014) afirmam que deve-se considerar modos com frequéncias
até 1,5 a 2,0 vezes a frequéncia maxima de interesse quando se trata de analises lineares.

Os modos normais de interface fixa séo obtidos quando deslocamentos nulos séo
considerados nos graus liberdade de contorno da estrutura (Craig e Chang, 1976). Assim,
tem-se o problema de autovalor:

[Ki; — w!M;;]{¢p;}; = 0 j=12,..,N; (5)

Em que N; é nimero de graus de liberdade internos e ¢; € o conjunto de modos normais
de interface fixa.

Quando os modos normais s&o M-ortonormalizados, tem-se (Paz e Leigh, 2004):
PiMpy; = I;;
PLKP;; = Ay = diag(w))

Conforme Cook et al. (2002), modos de restricdo sdo obtidos quando um
deslocamento unitario é aplicado nos graus de liberdade de contorno e os outros séo
mantidos fixos. Assim, os modos de restri¢do sdo dados por:

wlb] [ [Kli:Kib]] (7

(6)

Ipp
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Fazendo TZzMT 5 € T KT 5 na Eq. 2 é possivel obter as matrizes as matrizes
de massa e rigidez de ordem reduzidas. Quando os modos de interface fixa sdo M-

ortonormalizados conforme Eq. (6) essas matrizes possuem, respectivamente, as
seguintes formas:

= (s)
) = Iie My (8)
F My, My,
RS A O ] © (9)
B 10p  Kpp

Para 0 acoplamento das matrizes (Eqg. (8) e (9)) ¢ realizado uma transformacéo de
coordenadas dependentes p em coordenadas independentes . Conforme a equacao:

@

(p‘(‘ll)\ I 0 07(q® 10
P | _{0 0 1]} (10)
p@ [0 T 0|tk

el oo 1l

\p¢

Assim, acoplamento de duas subestruturas com matrizes de massa e rigidez

conforme Eq. (8) e (9), implica nas seguintes matrizes de massa e rigidez de ordem
reduzida acopladas:

Ik, Ok, Ml(cll)b
Mcp =04k, Ii,x, 1171,((11)1) ,
A A a
Al(cll)kl 0, x, Ok, b
Kep = O, x, Al(czz)kz 0x,p
Opr, Opk, nglb) + Kglb)

3 MATERIAIS E METODOS

Para o desenvolvimento do rotina computacional implementada no software
MATLAB foram utilizadas as formula¢des apresentadas no capitulo anterior. A figura 1
apresenta o fluxograma computacional.

A rotina inicia-se fazendo a leitura de dados geométricos, propriedades do material,
conectividade e coordenadas dos nds, nimero de elementos e de nos, n6s de contorno,
n6s com condicdes de contorno e frequéncia de interesse de cada subestrutura.
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Posteriormente, a rotina faz a superposicao das matrizes de massa e rigidez de cada
elemento das subestruturas. Aplica-se as condi¢BGes de contorno, eliminando linhas e
colunas referentes aos graus de liberdade restringidos.

Em seguida, as matrizes sdo condensadas em graus de liberdade internos e de
contorno. As matrizes de transformacao de Craig-Bampton séo obtidas apés o calculo de
modos de restricdo e a execucdo das subrotinas autoprob e ordmod. Essas,
respectivamente, tém como objetivo obter os modos normais de interface fixa e ordena-
los.

Entrada de dados

Subrotina
ordmod

Subrotina Desenvolvimento da
autoprob formulagdo

Subrotina
MAC

Resultados

Figura 1: Fluxograma da rotina implementada.

No passo seguinte, obtem-se as matrizes de massa e rigidez generalizadas
(equacdo 8 e 9). Assim, as matrizes sdo acopladas conforme equacéao 10.

A rotina prossegue resolvendo o problema de vibragdo livre, onde também foram
utilizadas as subrotinas autoprob e ordmod. Finalmente, as coordenadas s&o atualizadas
e os resultados com apresentados. Os modos obtidos através do método foram
correlacionados com os modos do Método de Elementos Finitos da estrutura completa
obtidos pelo SAP 2000 pela subrotina MAC (Modal Assurance Criterion).

4 RESULTADOS

A fim de exemplificar o acoplamento de vigas, inicialmente fez-se o0 acoplamento de
duas vigas engastadas livres, cada viga (subestruturas) foram discretizadas em 100
elementos finitos. A representagdo do acoplamento pode ser observada pela figura 2.
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Conforme € ilustrado as vigas foram acopladas através dos graus de liberdade de
deslocamento e de rotagédo contidos na interface compartilhada.

1,20 m Uzoz 1,50 m

1) {4 '

d=0,10m Acoplamento dos graus de :
liberdade de contorno d=0,07 m

Figura 2: Representacédo do acoplamento de vigas engastadas-livre pelo método de Craig Bampton.

As propriedades geométricas de uma das vigas foram: comprimento L=1.2 m,
secdo circular de didmetro D= 0,10 m, inércia I= 0.49087*10° m*. Para a outra viga as
propriedades geométricas foram: comprimento L= 1.5 m, secdo circular de diametro
D=0,07 m, inércia | = 0.1178*10° m*. Considerou-se o aluminio o material dessas vigas
com as seguintes propriedades: modulo de elasticidade E= 70.0 GPa e densidade 2780
Kg/m®,

Na tabela 1 é possivel observar as frequéncias dos cinco primeiros modos de
interface fixa obtidos para cada subestrutura.

Tabela 1: Frequéncias dos modos de interface fixa relativos as subestruturas 1 e 2.

Viga engastada livre 1,2 m: Viga engastada livre 1,5 m:

Subestrutura 1 Subestrutura 2
NiUmero do modo Interface fixa Interface fixa
1 310,209 383,086
2 855,102 751,002
3 1676,343 1241,444
4 2771,080 1854,504
5 4139,517 138,974

Pelo algoritmo verifica-se que o total de modos normais de interface fixa obtidos
é igual ao nimero de graus de liberdade internos de cada subestrutura conforme pode-se
constatar também através da Eq. (5). Portanto, 0 nimero de elementos finitos adotados
para cada subestrutura deve possibilitar que haja nos internos.

Considerou-se o intervalo de frequéncia de interesse de 0 a 500 Hz, e modos de
cada subestrutura 2 vezes a frequéncia maxima de interesse na matriz de transformacéo.
Pode-se observar na tabela 1 que os dois primeiros modos estdo dentro desse intervalo
para subestrutura 1, e para a subestrutura 2 os trés primeiros modos.
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Na figura 3 é possivel observar os trés primeiros modos de vibracéo livre para a
estrutura obtidos através do Método de Elementos Finitos para a estrutura completa e
através do método de Craig-Bampton conforme indica legenda.

O o T T T
e #* Meétodo de Elementos Finitos
A _ — Craig Bampton
-0.1
0.271
-0.3 : : ' ' !
0 0.5 1 1.5 2 2.5
Comprimento (m) a)
03r ]

02| # Método de Elementos Finitos
— Craig Bampton

0.1r
(-4
-0.1
'02 L LTVINT ::;...... - I | |
0 0.5 1 15 2 25
Comprimento (m) )

D.4 T T T T T

# Método de Elementos Finitos
Craig Bampton

-0‘4 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5

Comprimento (m) )
C

Figura 3: Primeiro - 49,839 Hz (a) segundo - 139,695 Hz (b) e terceiro - 269,265 Hz (c) modos de
vibracéo livre para a viga bi-engastada.

Pela Figura 4 é possivel observar a correlagéo entre os modos obtidos via MEF para
estrutura completa e pelo método de Craig-Bampton através dos coeficientes MAC.
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100
80
60
40
20

MAC / %

Nr. Modo Substruturas acopladas 4 3
5 2 Nr. Modo Estrutura Original

Figura 4: Valores dos coeficientes MAC entre os modos obtidos via Craig-Bampton e via Método de
Elementos Fintos.
Observa-se pela figura 4 que os coeficientes MAC da diagonal principal se
aproximaram de 100 % para todos os modos que estdo dentro da faixa de frequéncia de
interesse.

Na tabela 2 é possivel observar a diferenca percentual de frequéncias naturais do
método de Craig-Bampton com relacdo ao Método de Elementos Finitos para a estrutura
completa.

Tabela 2: Diferenca percentual de frequéncias do Método de C-B com relagdo ao Método de
Elementos Finitos

Craig-Bampton Método de
N2 do & P Elementos Finitos Diferenca %
modo
Frequéncia (Hz) Frequéncia (Hz)
1 49,853 49,839 0,028
2 140,589 139,695 0,640
3 270,486 269,265 0,453
4 443,402 436,434 1,597

5 784,950 674,921 16,302
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O diferenca apresentada na tabela 2 foi calculada através da seguinte formula:
resultado obtido via MEF — Resultado obtido via C — B
resultado obtido via MEF

Observa-se que dentro da faixa de frequéncia de interesse (0 - 500 Hz) a diferenca
méaxima entre os métodos € de 1,597 %, relativo ao quarto modo de vibracéo da estrutura
acoplada.

Diferenca (%) = 100

Para essa aplicagdo o modelo completo do Método de Elementos Finitos teve 398
equac0es, enquanto que o modelo de Craig-Bampton apresentou 6 equacoes.

Realizou-se o acoplamento de duas vigas bi-apoiadas, conforme é ilustrado na
figura 5.

am @ — -—F  3m

SGacs Subestrutura A Subestrutura B
Acoplamento pelo grau de
liberdade de rotagdo de contorno
[ ]
AN AN AN

Figura 5: Representacéo do acoplamento de vigas bi-apoiadas pelo método de Craig Bampton.

Nessa aplicacdo, o acoplamento se deu através do grau de liberdade de rotacdo
conforme € ilustrado na figura 4. A subestrutura A foi modelada com o perfil W 310x143
e a subestrutura B com o perfil W 360x72, ambas foram discretizadas em 30 elementos
finitos. Foi considerado o mddulo de elasticidade de 200 GPa para as se¢des das duas
subestruturas.

A tabela 3 apresenta as frequéncias dos modos de interface fixa obtidos para a
subestrutura A e B. Para essa aplicacdo considerou-se a faixa de frequéncia de interesse
de 0 a 300 Hz.
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Tabela 3: Frequéncias dos modos de interface fixa relativos as subestruturas A e B.

Viga bi-apoiada (4 m): Viga bi-apoiada (3 m):
Subestrutura A Subestrutura B
Numero do modo Interface fixa (Hz) Interface fixa (Hz)
1 68,366 130,587
2 273,464 522,349
3 615,297 1175,291
4 1093,877 2089,437
5 1709,235 3264,844

Observando a faixa de frequéncia de interesse, selecionou-se para a matriz de
transformacéo os dois primeiros modos de cada subestrutura.

Pela tabela 4 é possivel observar a convergéncia do método de Craig-Bampton em
relacdo ao Método de Elementos Finitos para estrutura completa considerando as

frequéncias naturais.

Tabela 4: Diferenca percentual de frequéncias do Método de C-B com relagdo ao Método de
Elementos Finitos

Craig-Bampton Elementos Finitos

N2 do modo Diferenca %
Frequéncia (Hz) Frequéncia (Hz)
1 77,397 77,394 0,003
2 177,334 177,297 0,021
3 303,114 302,692 0,139
4 596,565 573,942 3,942
5 1169,214 693,170 68,676

Observa-se pela tabela 4 que na faixa de frequéncia de interesse a diferenca maxima
entre as frequéncias foi de 0,139 %.

Os modos trés primeiros modos de vibragéo livre da estrutura estdo demonstrados na
figura 6.
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Figura 6: Primeiro - 77,394 Hz (a), segundo - 177,297 Hz (b) e terceiro - 302,692 Hz (c) modos de
vibracao para o acoplamento de vigas bi-apoiadas.

Novamente, os trés primeiros modos obtidos pelo acoplamento de Craig-Bampton
apresentaram-se precisos em relacdo aos obtidos por meio do Método de Elementos
Finitos para a estrutura completa. Nota-se pela figura 6 que na faixa de frequéncia de
interesse os valores do MAC sdo préximos de 100 %.
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Nr. modo - Modelo completo MEF
Figura 6: Valores MAC para o acoplamento de vigas bi-apoiadas.

Nessa aplicacdo o modelo obtido pelo método de Craig-Bampton foi executado
com 5 equacgdes, enquanto que o modelo completo de elementos Finitos foi obtido com
119 graus de liberdade.

CONCLUSOES

O método de sintese modal de componentes foi desenvolvido considerando as
formulacGes do método de Craig Bampton. As subestruturas foram acopladas pelos graus
de liberdade de contorno e os graus de liberdade internos foram reduzidos, permitindo a
obtencdo resposta completa das estruturas com menor custo computacional.

Além de permitir uma grande reducdo do numero de equagfes dos modelos, para
analises a partir do método € necessario considerar poucos modos na matriz
transformacéo, confirmando assim a reducéo do custo computacional.

Observa-se que o método apresenta confiabilidade na faixa de frequéncia de
interesse. Os valores MAC apresentaram-se maiores que 99% em ambas aplicacGes
mostrando que os modos se correlacionam corretamente. As diferencas maximas de
frequéncia em relagdo ao metodo de Elementos Finitos para estrutura completa ndo
ultrapassaram de 2 %.
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