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RESUMO

Na Mecânica Clássica, as análises conhecidas para a treliça são os métodos dos nós e das secções. Uma proposta desse trabalho é usar o Método do Elemento Finito como forma alternativa aos métodos descritos. A outra é propor o um código no GNU/Octave, software livre alternativo ao comercial Matlab. A sintaxe utilizada é bastante semelhante, inclusive a extensão do arquivo fonte (*.m). A análise inicial é simples desde que o aluno tenha um prévio conhecimento de Álgebra Linear, pois operações com matrizes é necessária. Além disso, o programa possui mais ferramentas tais como determinação de raízes de equações não lineares, integra equações ordinárias, manipula polinômios, visualiza resultados e faz programação numérica. As equações não surgem matriciais e sim da decomposição de forças onde é colocada na sua forma de matriz. Com a análise, é possível prever quais elementos da estrutura encontram-se tracionado ou comprimido.
Palavras-chave: MEF, sistema de coordenadas, treliça, tensões, Octave.
!. Introdução
A treliça é uma estrutura de elementos  ligados entre si pelas extremidades. e constitui-se como um dos principais estruturas utilizadas na engenharia, Segundo Hibbeler(2005), os elementos são unidos uns aos outros por meio de solda ou rebite podendo ainda se unirem por um parafuso ou pino que perfura cada um dos elementos. As treliças reais são feitas de várias delas unidas para formar uma estrutura espacial. De acordo com Beer e  Johnston(2009), cada treliça é projetada para suportar as cargas que atuam em seu plano e podemos tratá-la como uma estrutura bidimensional. Na Mecânica Clássica as análises conhecidas para a treliça são os métodos dos nós e das seções. O objetivo deste trabalho é propor um método alternativo ao aluno conhecido como Método dos Elementos Finitos onde cada barra da treliça é tratada como elemento determinando-se inicialmente os deslocamentos e, posteriormente as tensões ou forças que agem em cada uma delas verificando se cada elemento barra da estrutura está tracionado ou comprimido. Para isto, é feito um código no GNU/Octave por se tratar de um software livre alternativo ao Matlab que precisa de licença e para isso é pago. A sintaxe utilizada é bastante semelhante, inclusive a extensão do arquivo fonte (*.m).

2. Modelamento e equações
Sabemos da Resistência dos Materiais, que a barra de treliça comporta-se como uma mola de constante 
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 onde A representa a área de sua seção transversal, E o módulo de elasticidade e L seu comprimento. Desta forma, no âmbito local do elemento, definimos a matriz de rigidez do elemento barra. Escrevemos a relação entre forças nodais, a matriz de rigidez com seus respectivos deslocamentos a partir da equação (1) abaixo:
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(1) 
ou ainda,


[image: image3.wmf]{

}

[

]

{

}

u

k

=

f

e

 
(2)
As equações (1) e (2) descrevem matematicamente o elemento barra articulado nas extremidades. A figura 1 abaixo descreve o comportamento isolado do elemento em seu sistema local.
. 
Figura 1 – Sistema Local com Forças Nodais em cada nó

[image: image4.png]Sistema
Global





Fonte: Hutton
Cada barra terá sua contribuição na matriz de rigidez global que representa a estrutura inteira. As equações (1) e (2) descrevem o equilíbrio das forças f1 e f2 com seus respectivos deslocamentos u1 e u2. A matriz de rigidez da barra no sistema local x e y tem dimensões 2 x 2. Ainda de acordo com a Figura 1, cada elemento terá determinada inclinação θ com quatro componentes de força em X e Y com seus respectivos deslocamentos. Dessa forma, no sistema global, a matriz de rigidez terá dimensão 4 x 4 e precisaremos de uma matriz de transformação   que represente a correspondência entre elas. Para cada nó, a projeção das forças do sistema global  nos eixos locais x e y permite estabelecer a correspondência entre elas(HUTTON,2007).  
A Figura 2 abaixo mostra isso.
Figura 2 – Forças Nodais em coordenadas do elemento local e global
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Fonte :Hutton
Efetuando a decomposição de forças, temos relações entre os sistemas:
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Onde
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Assim, representando as equações (3) e (4) na forma matricial, temos:
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Podemos reescrever a equação (5) da seguinte forma:
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onde a matriz [f] contém as forças nodais do elemento no sistema local;  a matriz [T] transforma forças do sistema global em local por isso a denominamos de matriz de transformação e a matriz [F] contém as forças nodais da barra no sistema global.

A equação (6) mostra uma relação entre os dois sistemas onde [f] está em função de [F] e com isso precisaremos inverter as matrizes para ter o contrário. Da propriedade de matrizes, a inversa da matriz de transformação é igual a sua matriz transposta. Na notação matricial, temos:
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Efetuando a manipulação matricial, a equação (6) fica na forma invertida:
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onde [F] representa a matriz de forças nodais no sistema global, o produto [T]-1.[k]e.[T] dá a matriz global [K]e do elemento no sistema global e a matriz formada pelas linhas de u1 e u2 formam a matriz de deslocamentos dos nós. Dessa forma, substituindo a equação (7) na (8) e de acordo com o exposto acima, temos:
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Assim, a matriz de rigidez [K]e do elemento no sistema global ficará em função das propriedades geométricas juntamente com o material (A,L e E) respectivamente. Considerando ainda a posição do elemento barra na estrutura, o ângulo θ é contabilizado também pelos valores do seno e cosseno. Desta forma, reescrevendo a equação (9), temos a matriz de rigidez do elemento [K]e:
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As duas primeiras linhas juntamente com as duas primeiras colunas identificam os deslocamentos u1 e v1 para o nó1(nó inicial). Já as linhas 3 e 4 e as últimas colunas fornecem os deslocamentos u2 e v2 para o nó2(nó final). Denominamos de grau de liberdade as variáveis deslocamento u em X enquanto v está no eixo Y.  
Importante salientar também o vetor que contém informações das cargas nodais. A matriz do elemento 
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 é do tipo 4x4  e o seu vetor correspondente 
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 é compatível com sua ordem ou seja, 4x1. Podemos definir o vetor da seguinte forma:

[image: image21.wmf][

]

ú

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

=

2

2

1

1

y

x

y

x

e

F

F

F

F

f


(11)
Cada elemento com sua matriz de rigidez 
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 e seu vetor
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 contribuirá na grande matriz de rigidez global do sistema todo 
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 de tal forma que teremos o sistema:
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O vetor 
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 representa a solução do sistema dado pela equação (12) e fisicamente são os deslocamentos de cada nó da treliça. Com ele determinamos as reações, forças em cada barra e consequentemente as tensões.
A Figura 3 abaixo ilustra bem uma posição qualquer de uma barra com seus respectivos graus de liberdade (REDDY,2006).
Figura 3 -  Graus de liberdade u1,v1,u2 e v2
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Fonte: Hutton
3. Revisão da literatura
Todo o modelamento de equações feito na seção anterior foi descrito por Hutton (2007), Reddy (2006) e Assan (1999).

Segundo Hutton (2007), a conexão física e orientação geométrica variável dos elementos levam às seguintes premissas inerentes ao método do elemento finito. O deslocamento nodal  de cada elemento conectado deve ser o mesmo que o deslocamento do nó de conexão na coordenada global do sistema; A formulação matemática, como se verá, impõe isso como pré-requisito (compatibilidade de deslocamento).As características físicas (neste caso, a matriz e o elemento de rigidez força) de cada elemento deve ser transformado matematicamente para o sistema de coordenadas global para representar as propriedades estruturais no sistema inteiro. A última hipótese admitida por ele é que os parâmetros individuais de interesse (deslocamento, força e tensões) são determinados após a solução do problema na coordenada global.
Assim, Hutton (2007) e Reddy (2006) definem uma matriz de rigidez do elemento treliça como sendo 4x4 uma vez que cada nó possui duas incógnitas (os deslocamentos nas direções x e y) multiplicadas pela quantidade de nós. Desta forma, cada matriz desta pertencente a um elemento, contribuirá na matriz que representa toda a estrutura.
Assan (1999) define que treliças, vigas retas e pórticos planos em geral são representados por seus eixos baricêntricos que podem ser discretizados como elemento finito unidimensional com dois nós. A diferença, por exemplo, entre a treliça e o pórtico, é que o primeiro tem incógnitas nodais com deslocamentos longitudinais u e v. Já o pórtico, além dos deslocamentos u e v, há a rotação θ. Desta forma, podemos considerar dois graus de liberdade por nó na treliça e no pórtico três.

Feita a montagem da matriz total que representa a treliça, é feita a programação informando como condição de contorno restrições nos nós(se o nó não possui deslocamento ou apenas em uma direção) e as cargas. A sintaxe do programa feito em Octave é semelhante ao Matlab.

Eaton,J.W. et al(2002) enfatiza bem a chamada de funções pelo nome assim como os laços condicionais na programação.

Os métodos clássicos descritos por Beer,F.P et al(2009) e Hibbeler (2005) são métodos conhecidos  da mecânica clássica como método dos nós e das seções.   Segundo eles, no método dos nós é necessário primeiro desenhar o diagrama de corpo livre da treliça antes  de aplicar as equações de equilíbrio. Dessa forma, a linha de ação da força de cada elemento que atua no nó é especificada a partir da geometria da treliça uma vez que a força em um elemento atua ao longo de seu eixo geométrico. 

O método das seções baseia-se no princípio segundo o qual se um corpo está em equilíbrio, então qualquer parte dele também está em equilíbrio. Este método permite “cortar” ou secionar os elementos de uma treliça completa. Se seccionarmos a treliça em duas e desenhamos o diagrama de corpo livre de uma de suas partes, podemos então aplicar as equações de equilíbrio para determinar as forças nos elementos na “seção de corte” da parte isolada. 
Há ainda outro método, os elementos de força nula que diz como regra geral se somente dois elementos formam um nó de treliça e nenhum a carga externa ou reação de apoio é aplicada ao nó, então eles devem ser elementos de força nula. O conceito é estendido para três elementos de treliça onde afirma que se três elementos formam um nó de treliça para o qual dois deles são colineares, o terceiro elemento possui força nula, uma vez que nenhuma força externa ou reação de apoio é aplicada no nó.
Para Leet et al (2010), as barras que subdivide a treliça em áreas triangulares, é selecionado para produzir um membro de apoio leve e eficiente e o custo por quilo da 
fabricação de uma treliça é maior do que o custo para laminar uma viga de aço mas a treliça exigirá menos material pois ele é utilizado mais eficientemente.
Plesha et al. (2010), a treliça plana possui como característica que todos os membros devem estar conectados uns aos outros por pinos sem atrito e as localizações desses pinos são chamadas de juntas, cada membro não pode ter mais de duas articulações, as forças são aplicadas somente nas juntas e por último, o peso dos membros individuais deve ser desprezado.
Onouye et al. (2012), considera que treliça representa um sistema estrutural que distribui cargas para os membros suportarem, através de um arranjo linear de vários tamanhos, em padrões de triângulos planares. A subdivisão do sistema plano triangular,  produz unidades geométricas que não são deformáveis (estável). Na análise de uma treliça também considera os membros com comportamento linear e conectados uns aos outros por meio de juntas, peso de cada membro da treliça deve ser desprezível, as cargas são aplicadas somente nas junções.
Para Meriam et al. (2016), a treliça é uma estrutura composta de membros unidos em seus fins presas  nas extremidades por solda, rebites, parafusos ou pinos. Considera também o triângulo como elemento básico da estrutura e que para projetá-la, primeiro devemos determinar as forças nos vários membros e, em seguida, selecionar tamanhos apropriados e formas estruturais para resistir às forças que podem ser de tração ou compressão.
4. Aplicação
Consideramos a treliça mostrada abaixo com seus respectivos carregamentos nodais nas direções X e Y respectivamente. 

Figura 4 – Treliça com carregamentos e restrições nos nós 1 e 6

[image: image29.png]4m
: d 400N
3m S .
Z:
fir
ot 1200 N

E=200 GPa





Fonte: Beer
Os nós destacam-se nas junções entre uma barra e outra e são numerados de 1 a 6. Os elementos estão numerados de 1 a 9 e são as barras constituintes da treliça com área da secção transversal e módulo de elasticidade conhecidos. Os carregamentos conhecidos estão no nó 4 e 5 de 1200N e 400N respectivamente. Os nós 1 e 6 estão restritos com deslocamentos nulo para 1 e o nó 6 podendo se deslocar na direção x (“v” nulo e  “u”≠0). Todas essas informações são consideradas no programa elaborado e constituem as condições de contorno. A tabela (1) a seguir mostra as coordenadas dos nós considerando a origem do sistema no nó 1 enquanto a tabela (2) mostra as conectividades dos nós pertencentes a cada elemento.
Tabela (1) - Coordenadas dos Nós da Treliça
	Nós
	Posição em x
	Posição em y

	1
	0,0
	0,0

	2
	4,0
	0,0

	3
	4,0
	3,0

	4
	8,0
	0,0

	5
	8,0
	3,0

	6
	12,0
	0,0


Fonte: Elaboração própria
Tabela (2) - Conexão das Barras com os Nós
	Elementos
	Nó 1(Inicial)
	Nó 2(Final)

	1
	1
	2

	2
	1
	3

	3
	2
	3

	4
	2
	4

	5
	3
	4

	6
	3
	5

	7
	4
	5

	8
	4
	6

	9
	5
	6


Fonte: Elaboração própria
Todas essas informações são consideradas no código-fonte elaborado e constituem as condições de entrada. Juntamente com as condições de contorno acima citadas são também conhecidas como pré-processamento.

Como se pode ver, os resultados são mostrados abaixo executando-se o programa elaborado com extensão *.m no Octave/GNU. Os graus de liberdade referem-se aos deslocamentos de cada nó. Os valores ímpares são os deslocamentos em x enquanto os valores pares são em y. Assim para o nó 1 temos 
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  da ordem de 10-21 e 
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 para o nó 2 da ordem de 10-20, praticamente zero. 
Figura 5 – Resultados para deslocamentos e tensões nos elementos.
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 Fonte: Elaboração própria
As tensões negativas em determinados elementos mostram quais estão sob efeito de compressão e as positivas sob tração como podemos ilustrar  abaixo:
Figura 6 – Resultados para  tensões nos elementos
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Fonte: Elaboração própria
5.Conclusões
O método do elemento finito mostra-se como uma boa alternativa aos métodos conhecidos na Mecânica Clássica além de incentivar o aluno a programar e fazer uso do software gratuito Octave como alternativa ao comercial Matlab que precisa de licença. Tanto o método quanto o software são boas alternativas uma vez que o método se mostra até preciso em relação às variáveis envolvidas e o programa além de ser gratuito, mostra-se robusto não só na manipulação de matrizes como também em outras ferramentas que envolvam álgebra linear, cálculo e equações diferenciais. A versão utilizada foi 4.0 no sistema Linux. Como faz parte de seu repositório, fica mais fácil instalar e executar. É um software multiplataforma que também funciona no ambiente Windows, desde que o usuário acesse a homepage do GNU/Octave e baixe o arquivo executável para instalação.
O código mostrou-se bastante robusto seja diante de estruturas hiperestáticas – número de incógnitas maior que o número de equações. Como sabemos, no método tradicional da mecânica clássica só é possível resolver estruturas do tipo isostáticas e para fazer uso das equações de equilíbrio temos que fazer considerações em relação às incógnitas (reações) para tornar a possível a solução da estrutura com número das equações  de equilíbrio igual ao número de incógnitas.
Não poderia deixar de enfatizar que no projeto real de uma treliça, é importante definir se a natureza da força é de tração ou de compressão. Os elementos sob compressão devem ser mais espessos que os elementos sob tração devido ao efeito de deformação ou flambagem de coluna que ocorre quando um elemento está submetido a este tipo de carregamento.
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