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Resumo: O presente trabalho visa comparar a eficiéncia numérica e computacional na solu¢do de
problemas de Helmbholtz para diferentes técnicas numéricas: o Método de Elementos de Contorno
com Integracdo Radial Direta, que aplica fun¢des de base radial para aproximar o termo de
inércia, o Método de Elementos de Contorno com Integracdo Radial Indireta, que aplica essas
mesmas fungdes de base radial para interpolar parte do termo da inércia e assim resolvé-lo, e a
formulagdo padrdo, que emprega a solucdo fundamental dependente da frequéncia. Exemplos de
problemas de Helmholtz, serdo resolvidos com as diferentes formulacdes, utilizando diferentes
niveis de refinamento, e, em seguida, seus resultados comparados com as solucdes analiticas
disponiveis, para avaliagcdo da eficiéncia numérica. Na investigacdo da eficiéncia computacional,
os tempos de solucdo serdo mensurados, e posteriormente comparados, em fungao dos graus de
liberdade dos sistemas resolvidos.

Palavras-chave: Helmholtz; MEC; MIR.

Abstract: The present work aims at comparing numerical and computational efficiency in solving
Helmholtz problems for different numerical techniques: the Direct Radial Integration Boundary
Element Method that applies radial-base functions to approximate the inertia term, the Indirect
Radial Integration Boundary Element Method that applies these same radial-based functions to
interpolate part of the inertia term and thus solve it and the standard formulation that uses the
frequency dependent fundamental solution. Examples of Helmholtz problems will be solved
with the different formulations using different levels of refinement and then their results will
be compared with the available analytical solutions for numerical efficiency evaluation. In the
investigation of the computational efficiency, the times spent in the solutions will be measured
and compared, depending on the degrees of freedom of the solved systems.
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1 Introducao

A solucgdo de integrais de dominio em que os niicleos nio sdo auto-adjuntos (BREBBIA et
al.,|1984) € historicamente um dos principais desafios do Método dos Elementos de Contorno
(MEC). O formulacdo do Método dos Elementos de Contorno da Reciprocidade Dual (MECRD)
foi a primeira técnica geral de MEC capaz de resolver integrais de dominio com generalidade
relativa, incluindo integrais de dominio dependentes do tempo e problemas difusivo-advectivos.
Baseado em um esquema elegante, os nucleos sdo aproximados por um conjunto finito de
fungdes de base radial (BUHMANN, 2003; SARRA; KANSA| 2009) e as integrais de dominio
sdo transformados em integrais de contorno, usando uma funcio de interpolacao primitiva. A
formulacdo MECRD usa uma solucio fundamental simples, evitando dificuldades requeridas por
solugdes fundamentais elaboradas (RAMACHANDRAN, [1994). Entretanto, estudos mostraram
imprecisOes em muitos tipos de aplicacdes, uma vez que a formulacdo requer a construgdo de
duas matrizes auxiliares pela multiplicacdo das matrizes classicas dos elementos de contorno H
e G e o modelo matemadtico parece ser insuficientemente robusto para representar certos efeitos,
especialmente relacionados a fendmenos dindmicos.

O Método de integracdo radial (MIR) (GAO, 2002), aliado ao MEC, surge como alternativa
importante neste contexto. Com rela¢do aos problemas de Poisson e outras situagdes em que as
forcas do corpo sdo conhecidas, a eliminagdo da integral de dominio € feita sem qualquer outra
aproximacao além do préprio procedimento de discretizacdo. Se a varidvel primordial estiver
incluida no nicleo do dominio integral, um procedimento de base radial similar ao MECRD
pode ser usado para atingir seus propdsitos. No entanto, o custo computacional da formulagdo
Método dos Elementos de Contorno com Integracao Radial (MECIR) € alto, uma vez que sua
estratégia usual requer avaliagdo sucessiva das integrais para cada ponto de origem.

A formulacdo do Método dos Elementos de Contorno com Interpolag¢do Direta (MECID)
(LOEFFLER et al., [2015) € uma técnica recente que também usa um conjunto de fungdes de
base radial para aproximacao, mas ao contrario da MECRD, o nucleo inteiro do dominio integral
¢ interpolado, incluindo a solu¢ao fundamental. Alguns exemplos de aplicacdo sdo casos que
envolvem fontes, for¢as corporais, problemas difusivos-advectivos onde efeitos de inércia foram
tratados com sucesso.

A formulag¢do do MEC com solu¢do fundamental dependente da frequéncia, aqui denomi-
nada MECSEF, baseia-se no uso de ferramentas matematicas da Teoria das Equacdes Integrais
para avaliar a integral de dominio utilizando em sua concepcao inicial uma solu¢do fundamental
dependente da frequéncia de excitagao.

Assim, neste trabalho a avaliacdo da composicao proposta entre MECIR, MECID e MECSF
¢ realizada pela soluc¢do de problemas de Helmholtz, considerando a resposta de frequéncia
direta. As solugdes de referéncia sao fornecidas por solug¢des analiticas disponiveis, abordando
problemas previamente resolvidos nas referéncias mencionadas.
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2 Equacao de Helmholtz

A Equacdo de Helmholtz pode ser interpretada como uma simplificagdo da Equacao de
Ondas Acusticas (GRAFF, [1975) na qual se busca a amplitude estaciondria u(X) produzida no
sistema por uma excitacdo varidvel cuja freqii€ncia @ € conhecida. Essa equacao é dada por:

o\ 2
V2u(X) = — (?) u(X) (1)
Na Eq. () k é a velocidade de propagacdo da onda acustica em meio continuo. Integrando a Eq.
sobre o dominio fisico Q(X), usando uma fun¢ao auxiliar, nomeada para solu¢do fundamental
u*(&;X), a seguinte equagdo resulta:

/Q V2u(X)u* (& X)dQ = — (%)2 /Q u(X ) (E:X)dQ 2)

Visando um modelo matematico mais simples, nas formulagdes MECRD e MECID a fun¢do
base radial é usada para aproximar o nicleo ndo adjunto do lado direito da Eq. (Z). Ambas as
técnicas também utilizam a solu¢do fundamental relacionada ao problema de Laplace, que ndo
é dependente da frequéncia @, o que permite que uma matriz de inércia explicita seja gerada,
como ocorre com o Método dos Elementos Finitos (ZIENKIEWICZ et al., [2013]). No entanto,
essa simplicidade € alcancada a custa de uma perda de capacidade de representacdo do espago
funcional gerado na formulacao integral do MEC, uma vez que a solu¢ao fundamental de um
problema difusivo estaciondrio € utilizada.

Assim, mantém-se a abordagem matematica padrdo do MEC para o operador laplaciano,
na qual a aplicagdo da integracdo por partes e o Teorema da Divergéncia na Eq. (Z) é executado,
resultando na seguinte expressao integral:

(&E)+ [ut)q Ex)ar- [quExar=(3) [ uw@xae @

Na Eq. @), u(X) € o potencial escalar e g(X) ¢ sua derivada normal; u*(&,X) € a solugdo
fundamental para a Equag@o de Laplace e ¢*(&,X) € sua derivada normal:

—1
0 (E:X) = 5 4)
(e L1
q'EX) =5~ (5)

O coeficiente ¢(&) depende da posi¢éo do ponto & no dominio fisico Q(X) +I'(X), e se o ponto
estd localizado no contorno I'(X), também depende de sua suavidade (Brebbia e Walker, 1980).
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3 Formulacao MECIR
A integral de dominio da Eq. (3) pode ser escrita em coordenadas polares como:
18) = [ utOu’ (E:x)a0 = | u(x)u(E:X)pdpdd = [ / w*(€:X)pdpd (6)

O MIR, em sua formulagdo cldssica, aproxima a varidvel u(X) como uma soma de M
produtos de fungdes de aproximacgdo f™ e coeficientes a determinar ", ou seja:

M
=) 7" (7
m=1
Inserindo a equagdo (7) na equagio (6), tem-se:
1E) = | u(ou'(E:x)de = ZV’"//f X)pdpd6 ®)

onde & € o ponto fonte e x o ponto de integragdo e R é o valor de p em um ponto no contorno I'.
Ou ainda:

Z y" / FE)  rar ©

Sendo:
/ fMu (8, X)pdp (10)
Assim, a integral de dominio da equag@o (8) pode ser escrita como:
4l
_ [ RE® R Fu(£) 1
I(é)—[fr nrdl' [ 28)gpar ) nrdr] Do (1)
m

Para calcular ¥, € necessério considerar a forca de corpo em M pontos do dominio e do contorno.
No caso deste trabalho, estes pontos sao os nds do contorno e alguns pontos internos. Assim, a
equacao (/) pode ser escrita como:

u=Fy (12)
e v pode ser calculado como:

y=F'u (13)
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Substituindo (I3)) na equagdo (IT]), tem-se:
1(§) = [ Jp 8% par [ B8npar L )y g ] F'p. (14)

ou, para todos os pontos fontes &1, &, ..., Ey, tem-se:

I=SFlu (15)
onde
Jr (f‘ nrdl |- FZ(f])n rd’ ... |p %ﬁl)n.rdr
g Ir (52 nrdl' |- FZ(fZ)n rdl ... |p %@)n.rdr
Jr @n.rdl“ Jr %&V)n.rdr o Jr %g’\")n.rdl“

Escrevendo a equacdo (14) para todos os pontos do dominio, isto €, todos os nds do contorno e
pontos internos, tem-se:

2
Hu- Gq+ (%) SFlu=0 (16)
Hyu = Gq 17
onde
O\ 2
H, = {H+ <?> SF—I] (18)

As fungdes de aproximagao f sdo fungdes de base radial escritas em termos de R, onde R é
a distancia entre o centro 7 da fun¢do de base radial e o ponto de integracao P. No presente
trabalho serdo utilizadas fun¢des de aproximacdo denominadas "Thin Plate Spline", dadas por

f=R/In(R).

4 Formulacao MECID

Loeffler et al| (2015) propde uma abordagem alternativa onde a equac@o[6]é reescrita como:

1E) = [ u(0u' EX)d@ = [ w'(EX) () ~u(@))dQ+ | u(@u’(E:X)aQ (19
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e todo o niicleo da integral de dominio, isto é, o produto u*(&,X) [u(X) — u(§)], é aproximado
por uma soma de M produtos de fun¢des de interpolacdo f™ e coeficientes a determinar ", ou
seja:

M
w (&,X) [u(X) —u(&)] = Zl Y (20)

Através de um processo andlogo ao apresentado na secc¢ao anterior, obtém-se a equacao matricial:

I=sF ' (&, X) [u(Xn) — u(&)] 1)
onde
s = {/ ﬂn.rdl“ @n.rdl“... F—Mn.rdl“} .
rr rr rr

Chamando sF~! de [S1S>...Sm] e considerando que os pontos de interpolagdo e os pontos fonte
sdo coincidentes pode-se reescrever a equacdo (21)) como

Si Sou*(X2,X1) ... Spu(Xm, X1) u
Su*(X1,Xs) S coe S (X, X2) u

1= : e . (22)
S1 u* (Xl ,Xm) S2u* (Xz,Xm) e Smm Um

onde S;; € igual a menos a soma dos outros termos da linha. O termo [ u*(&,X)u(&)dQ2 pode
ser calculado diretamente pelo MIR e o fazendo para todos os pontos obtém-se:

Jou"(X,X1)dQ 0 0 uy
0 u (X, X)dQ ... 0 u
L= . Jou (X, %0) ? (23)
0 0 v Jout (X, Xn)dQ U

Escrevendo a equagdo (3)) para todos os pontos do dominio, isto €, todos os nds do contorno e
pontos internos, tem-se:

Hp - Gu+ <%>2Mu:0 (24)

onde M =1; + 1.
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5 Formulacio MECSF

A solucdo fundamental de Helmholtz dependente da frequéncia € uma fun¢do de transfe-
réncia que, para dada frequéncia, transfere os efeitos de uma forca concentrada, representada
por uma funcio delta de Dirac, de um ponto de origem para um ponto de campo. Portanto, dado
um dominio infinito bidimensional, a solug¢do fundamental u*(X, &,k = @/c), dependente da
frequéncia @ e da localiza¢do dos pontos fonte & e campo X, e ¢*, sua derivada na dire¢do
normal, (BREBBIA; WALKER| 1980; DOMINGUEZ, |1993), sao dadas por:

1
u'(&;:X) = 57K (z%r) (25)
{EX) = ia)K or\ or 26
7 (s )__%1<_>an(x) (26)

Onde Kj e K; sao fun¢des de Bessel, respectivamente de primeiro e segundos tipos.

Em uma abordagem paralela as formulacdes MECIR e MECID, que utilizam a solu¢do da
equacdo de Laplace, a formulacdo MECSF utiliza a solu¢do acima como funcao auxiliar na Eq.
(D).

A aplicagdo da integragdo por partes e do teorema da divergéncia na Eq (2)), operagdes bem
documentadas na literatura (BREBBIA; WALKER| [1980; BREBBIA et al.,|1984), considerando
a derivada normal como indicado na Eq. (26)), resulta na seguinte expressdo integral:

/ g(X)u*(&: X)dT — /F (X)q"(E:X)dT = —k /Q u(X) [ (£:X) + V2 (£:X)] dQ (27)

Considerando a fung¢do auxiliar u*(&;X) dada na Eq. e sua derivada normal ¢*(£;X), Eq.
, onde & é um ponto de dominio interno e considerando as ferramentas matematicas bésicas
da teoria de equagdes integrais, a expressdo matemdtica gerada no lado direito da Eq. (27),
colocados entre colchetes pode ser escrita como:

¥ (E;X) + V2 (&:X)] = —A(E;X) (28)

Onde A ¢ a fungdo delta de Dirac. A substituigido da Eq. (28) na Eq. fornece a seguinte
equacao integral de contorno:

Jatut (EX)dr =~ [ u(X)q" (E:X)dT+ Pe(§)u(&) =0 29)

Na Egq. , o valor do ¢(&) depende n@o apenas do posicionamento do ponto de origem &
em relagdo ao dominio fisico Q(X) mas também da suavidade do contorno no mesmo ponto
(BREBBIA et al.,{1984)). Considerando que a solu¢do fundamental e sua derivada normal sdo
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dadas por fun¢des complexas, o procedimento padrio de discretizacio do MECSF gera matrizes
consequentemente complexas, nas quais dlgebra adequada deve ser usada. Por outro lado, na
expressdo matematica obtida da Eq. (29) ndo hd uma matriz de inércia (como ocorre com o MEF).
Assim, a frequéncia € inserida nos coeficientes das matrizes H e G e a solug¢@o dos problemas de
autovalor ndo € imediata (BREBBIA; WALKER, |1980). As solucdes das integrais singulares
também sao mais complicadas quando comparadas a operagdes similares em problemas com
coeficientes reais. Devido a quantidade de operacdes matemadticas, as solucdes classicas de
integracoes singulares ndo sdo apresentadas aqui. Detalhes podem ser obtidos nas referéncias
(DOMINGUEZ, 1993; KYTHE! [1995).

6 Simulacoes Numéricas

As simulagdes foram feitas em softwares de criagcdo dos autores na linguagem gratuita Julia
versdo 0.6.0. O programa foi executado em um computador Dell OptPlex 7040 com processador
Intel(R) Core i5 - 6500 (3.20GHz).

Foram resolvidos dois problemas com geometria quadrada simples de lado unitario, dos
quais maiores particularidades serdo descritas adiante. As propriedades mecanicas também
foram tomadas como unitérias. Cada problema foi avaliado ao longo intervalo real Ifeq em 15
frequéncias distintas igualmente espacgadas, para 7 (sete) niveis de crescente discretizagdo em
cada uma das formulagdes. A discretizacdo € aqui explicitada através do nimero de Graus de
Liberdade (GDL) da malha, definido como a soma entre o Nimero de Pontos de Contorno (NPC)
e o0 Numero de de Pontos Internos (NPI).

Quanto ao tipo de elemento de contorno utilizado: A formulagdo MECSF foi resolvida
com elementos constantes e quadraticos descontinuos e as formulagdes acopladas ao MIR e ao
MIRd foram resolvidas com elementos quadraticos continuos.

6.1 Eficiéncia Numérica

A avaliagdo da eficiéncia numérica foi feita através da medida do Erro Percentual da Raiz
Quadrada Média (ERQM) gerado pelas formulagdes no calculo do potencial u(X) ao longo dos
pontos internos da geometria.

100 | XY (U;—U;))?

%ERQM = =
o Q \/N ]JVZIUZ

(30)

onde U; € o valor da solu¢do analitica no j-€simo ponto, U; o valor da solugdo numérica no
j-€ésimo ponto e N o nimero de pontos internos da malha.
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6.2 Eficiéncia Computacional

Para avaliacdo da efici€éncia computacional, foi mensurado o tempo total para solu¢do dos
exemplos em cada uma das formulagdes. Foi também mensurado o percentual do tempo para
geracdo da matriz de inércia M em relacdo ao tempo de total MECIR e da matriz de inércia Md
em relacdo ao MECIR. O tempo foi avaliado ao longos das simulagdes com utilizando a fungao
@timeit oriunda do pacote TimerOutputs.

6.3 Exemplo 01: Barra Tracionada

X
ou _
on =10
u=0 Gu 1
ou _ X
Ju _

Figura 1: Caracteristicas geométricas e condicoes de contorno para o primeiro exemplo
Fonte: (Préprios autores, 2018)

O primeiro exemplo consiste da solu¢do de um problema unidimensional simples, no qual
se obtém os valores do potencial u(X) para condi¢des de contorno particulares, mostradas na
Fig. (I) A equagdo de governo é dada pela seguinte equagao:

%u(X
kz% = —0’u(X)) (31)
1

Neste caso, a solucdo analitica harmodnica € dada por:

sin(@X))
X|)=——-2= 32
u(X1) wcos(w) (32)
Para este exemplo o intervalo de frequéncias analisado €: Ifeq = (1073, 8] Hz.

A figura seguinte mostra o comportamento do erro percentual em fungdo do refino da
malha para a 7° frequéncia analisada.
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©— MECFS - Quad
—8— MECIR
‘ C\‘ B MECID
b N
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\‘\;
0.1 S
- * — .
o &> - —
- b4
.

ERQM (%)

0.01F

0.001f @

L 1 L L 1
100 200 300 400 500 600

GDLs

Figura 2: ERQM x GDL para w? = 11.8 s 2
Fonte: (Préprios autores, 2018)

Observa-se um comportamento de declinio no valor do erro em todas as formulagdes,
sendo a formulagdo MECID aquela que maior influencia recebe do aumento de pontos, obtendo
resultados inferiores as demais formulagdes apenas para as malhas mais pobres. Ressalta-se o
fato do erro ser inferior a 1% para todas as formulagdes até mesmo para os menores niveis de
refino.

Abaixo temos a variagdo do ERQM ao longo do intervalo Ifeq para dois niveis distintos de
discretizagdo.

—#- MECFS - Const T —#— MECFS - Const
100- ,' @~ MECFS - Quad 1:: @ ©— MECFS - Quad
e —e— MECIR sk ¥ . o . oM
104 8 > @ MECID Dli: /:\\ ® 4 \‘,:.-—f ¢ 4 @ MECID
A ’ ¢ \\‘:4: s a "
2+ <] ~o =]
/N o 001f Sl
£ / S L o
5 01 ,»" = af ¢ a
g ; < o001} / e
M g0t = o g
1008
0,001+ ;" o
f" 10;5
100 ‘r 7 4
1 1 L 1 L luk 1 1 1 L L
0 4 s 5 0 2 3 5 §
Frequéncia (Hz) Frequéncia (Hz)
Figura 3: NPI/NPC = 24/9 Figura 4: NPI/NPC = 120/225
Fonte: (Préprios autores, 2018) Fonte: (Préprios autores, 2018)

Em termos gerais observa-se uma tendencia de crescimento no valor do erro com o aumento
da frequéncia. As formulagdoes MECSF e MECIR se mantém proximas, exceto nas primeiras
frequéncias, onde, em termos relativos, o erro MECIR € inferior. Nota-se que para a discretiza¢io
mais pobre, Fig. (3), os métodos que geram a matriz M, MECIR e MECID, tem uma resposta
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com maiores imprecisdes, enquanto na Fig. () esta é superior aos resultados dependente da
frequéncia para todas as frequéncias analisadas.

A tabela abaixo compila as medicdes de tempo na solucdo do problema para as 15
frequéncias de Ifeq em fungdo da discretizagdo.

Tabela 1: Tempo de Computaciao em Segundos

NPC/NPI MECSF(Const)y MECSF(Quad) MECIR M  MECID Md

24/9 0.32 0.95 195 252% 029  60.6%
48/36 0.67 1.29 285 628% 037 51.4%
72/81 1.43 2.12 947 882% 047  44.77%
96/144 2.78 3.65 2870  95.6%  0.67  38.8%
1207225 4.87 6.06 69.99 979% 0091 34.1%
144/324 8.39 9.21 158.80  98.9% 1.33  31.6%
168/441 12.17 14.25 317.07 99.3% 1.80  29.4%

Nota-se um aumento do tempo de computagcdo como crescimento do total de GDLs, fato ja
esperado uma vez que o acréscimo de pontos implica matrizes de maior ordem no sistema. A
formulacio MECIR € a mais custosa, sendo até 175 vezes mais dispendiosa quando comparada
ao MECID e 25 vezes mais cara se comparada ao MECSF para a maior discretizagdo. Isto se
deve principalmente ao tempo de computacdo da matriz M cujo percentual em relagdo ao tempo
total da MECIR € crescente, sendo responsével por até 99.3% deste. Essa diferenga no tempo de
célculos das matrizes de inércia se deve aos parametros envolvidos na geracdo destas. Enquanto
a matriz M depende tanto dos pontos interpolantes quanto dos pontos fontes. A matriz Md
depende apenas dos pontos de interpolacio, o que reduz a ordem do ndmero de operacdes a
serem executadas para a sua geracdo e consequentemente reduz o impacto do incremento de
pontos internos no tempo de computacao.
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6.4 Exemplo 02: Membrana elastica fixada em trés arestas com tracao
prescrita num dos bordos

X, !
u(m,l) =0

U(O,y) =0 ’LL(Ly) = Psin (lly>

Xy

u(:l:,O) =0

Figura 5: Caracteristicas geométricas e condicoes de contorno para o segundo exemplo
Fonte: (Préprios autores, 2018)

Neste segundo exemplo € avaliado o desempenho das formulacdes prescritas junto a um
problema bidimensional onde condi¢des de contorno sdo todas de Dirichlet, sendo especificadas
conforme mostra a Fig. (3. Sua soluc@o € obtida pela solugdo da seguinte equagdo de governo:

d%u u\]
()« (5] = o >

Para este caso, a solu¢do analitica obtida pelo método de separacdo de varidveis é dada por:

_sin(X)Vw? - n?) sin(Z2)

Uxy) =

(34)
sin(v @? — 72)
Aqui: Iteq = [1.57, 47] Hz.

Apesar de sua maior complexidade este exemplo obteve resultados em consonancia com o

o exemplo anterior. A figura abaixo mostra a curva do erro percentual em funcao do nimero de
Graus de Liberdade para a 4° e a 9° frequéncia computadas.
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Figura 6: ERQM x GDL para w? = 40.9 s~2 Figura 7: ERQM x GDL para w? = 84.6 s>

Fonte: (Préprios autores, 2018)

Fonte: (Préprios autores, 2018)

Nota-se que a formulagdo MECSF obteve valores de erro bem proximos em ambas as
frequéncias para todas as discretizacdes. J4 as formulacdes MECIR e MECID tiveram maior
dificuldade em tratar a frequéncia mais alta para as malhas mais escassas, mas obtiveram bons
resultados nas malhas mais densas.
Abaixo temos a curva do ERQM ao longo do intervalo Ifeq para dois niveis distintos de

discretizacdo.

ERQM (%)

—#— MECFS - Const
-~ MECFS - Quad

Loop /N @  —® MECR

=] / @ MECID

Frequéncia (Hz)

ERQM (%)

—#— MECFS - Const

. &~ MECFS - Quad
[ —e— MECIR
8- MECID

01F

Frequéncia (Hz)

Figura 8: NPI/NPC = 48/36
Fonte: (Préprios autores, 2018)

Figura 9: NPI/NPC = 168/441
Fonte: (Préprios autores, 2018)

Em conformidade com os resultados anteriores nota-se um aumento significativo da
precisdo dos métodos MECIR e MECID para a maior discretizagdo. Destaque para a relativa
dificuldade da formulagdo MECIR em tratar as frequéncias mais elevadas e para a acentuada
melhora no resultado MECID.
A tabela abaixo compila as medicdes de tempo para o exemplo 2.
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Tabela 2: Tempo de Computacio em Segundos

NPC/NPI MECSF(Const) MECSF(Quad) MECIR M MECID Md

24/9 0.41 0.87 1.23  548% 025 59.2%
48/36 0.70 1.24 271 627% 037  514%
72/81 1.52 2.17 9.07 882% 046 45.7%
96/144 2.98 3.83 27192  95.6%  0.65 38.5%
120/225 5.26 6.06 7035 97.8% 090  34.4%
144/324 8.52 9.48 152.44  98.9% 1.25  31.2%
168/441 13.56 13.94 298.52  99.3% 1.82 29.1%

Os resultados acima s@o semelhantes aos obtidos no exemplo 01 e refor¢am a no¢ao do
quao mais custosa € a formulagdo MECIR quando comparada as demais.

7 Conclusoes

A formulacado dependente da frequéncia, MECSF, se mostrou numericamente eficiente,
apresentando baixos valores de erro e principalmente, estabilidade, mesmo para as frequéncias
mais elevadas. As formulagdes independentes da frequéncia, MECIR e MECID, apresentaram
valores de erro mais altos para as menores discretizagdes. Contudo, obtiveram bons resultados
nas malhas mais densas, principalmente a formulacio MECID que mostrou a maior precisdo para
os maiores valores de GDL. Vale ressaltar que essas formulacdes dependem dos da quantidade
de pontos internos enquanto o MECSF resolve o problema somente com a discretizacao do
contorno. Os casos analisados onde a frequéncia é muito baixa a equagdo a ser resolvida fica
muito proxima da equagdo de Laplace e por isso € esperado que os métodos que usam a solucao
fundamental desse problema tenham um bom desempenho, que pode ser observado nos casos
analisados.

No aspecto computacional a formulagdo MECIR se mostrou a mais custosa, apresentando
tempos de computacdo demasiadamente elevados quando comparados ao tempos das demais
formulagdes. A troca do termo a ser integrado mostra-se computacionalmente eficiente, uma vez
que a formulacdo MECID apresentou os menores valores de tempo em todas as simulagdes. O
fato das matrizes serem independentes da frequéncia tornam esses métodos interessantes para
problemas de varredura na frequéncia ja que as mesmas matrizes sdo utilizadas enquanto o
MECSF tem de recalcular todas as matrizes para cada nova frequéncia analisada, motivo esse
que o tornou significativamente mais custoso que o método proposto.
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