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Resumo

Um dos grandes desafios hoje em engenharia é obter soluções analíticas em vários campos. A dificuldade muitas vezes se deve ao fato da geometria não ser tão simples ou então há vários fenômenos acoplados que dificultam sua solução. Recorrem-se aos métodos numéricos na tentativa de solucionar tais problemas. Na verdade, realiza-se uma análise e a resolução individual para cada fenômeno, muitas vezes através de ferramentas diferentes, ficando a cargo do usuário a junção dos resultados referentes ao problema. O presente trabalho é baseado no método do elemento finito que por ser um método numérico, a forma geométrica em questão precisará ser discretizada, ou seja, dividida em pequenos subdomínios. Essa discretização em pequenos subdomínios denominamos malha. Para isso, a geometria do problema proposto é simples com condições de contorno conhecidas. O objetivo é obter o campo de temperatura usando o MEF onde mostraremos a forma forte do problema, geralmente descrito por equações diferenciais parciais, até chegar a sua forma fraca (as chamadas weak forms), verdadeiros produtores de matrizes e vetores. São feitas simulações para essas diferentes condições. Foi elaborado um código-fonte usado no Octave (gratuito) como alternativa ao uso do software Matlab. Poderia acrescentar que quanto mais refinada a malha, ou seja, a geometria em estudo dividida em “pedaços menores”, mais precisa e mais próxima de sua solução analítica. A simulação estudada envolve as fases de pré-processamento, onde é feita a preparação dos dados e definição dos métodos de simulação; processamento da simulação e pós-processamento, onde é feita a visualização dos dados para diferentes condições de contorno.
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1. Introdução

É comum hoje em dia o uso de diferentes softwares na solução de problemas estejam eles acoplados ou não. Mesmo assim, várias dificuldades são encontradas como métodos numéricos que não são implementados facilmente ou pelo fato de estarem diante de uma geometria complexa. O fato é que se o problema tiver fenômenos acoplados, não é possível encontrar ferramentas que disponibilizem esse tipo de tratamento. Na prática, é realizada uma análise e a resolução individual para cada fenômeno, provavelmente através de ferramentas diferentes, ficando a cargo do usuário a junção dos resultados referentes ao problema. A dificuldade fica maior se, além da interação entre fenômenos, a geometria for complexa. Uma provável solução analítica para esses casos torna-se difícil e temos que recorrer a soluções numéricas.

O presente trabalho propõe uma geometria simples, onde o problema considerado é de condução de calor sujeita a variadas condições de contorno– uma placa retangular - de modo que se tenha uma solução analítica e o método numérico proposto seja comparado. Uma vez verificada a sua eficiência, a geometria é discretizada novamente em uma malha mais refinada. É feito um código em Octave – software gratuito usado como alternativa ao Matlab – muito utilizado em análises numéricas. O código proposto foi feito inicialmente para comparar com a solução analítica. Validado o método, o programa é refeito para uma malha menor para melhor precisão para diferentes condições de contorno. O método do elemento finito apresenta adaptabilidade das soluções numéricas, possibilidade da análise de erro além da versatilidade de lidar com geometrias complexas.

O processo de simulação estudado envolve as fases de pré-processamento- definição das condições de contorno, geometria, material- onde é feita a preparação dos dados  e definição dos métodos de simulação; processamento da simulação ou seja, validar o código  e pós-processamento  onde é feita a visualização dos dados posteriormente.

2. Breve histórico
Segundo Reddy (2006), a característica marcante do método dos elementos finitos que o separa dos outros é a divisão de um determinado domínio em um conjunto de subdomínios simples, chamado elementos. Qualquer forma geométrica que permita a sua solução ou aproximação e que fornece relações necessárias entre os valores da resolução em pontos selecionados, chamados nós do subdomínio, se qualifica como um elemento finito. Ainda segundo ele, outra característica do método é a busca do polinômio interpolador descrito em sua função de forma, a solução torna-se mais precisa a partir do momento que refinamos a malha e a montagem de equações de elementos.

Segundo Hutton (2007),  em termos gerais a solução é descrita segundo a equação:
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onde  
[image: image2.emf]são valores da variável a serem determinadas nos nós e 
[image: image3.emf]são chamados de funções de forma a qual possuem o polinômio interpolador. Chama ainda a atenção, que a solução descrita pela equação (1) é para um elemento triangular. Caso o elemento escolhido seja quadrilátero, a solução possui um termo a mais. A variável 
[image: image4.emf]depende do problema em estudo. Se estivermos diante de um problema de transferência de calor, determinaremos o campo de temperatura e a variável torna-se T. Se o problema for de mecânica dos fluidos na determinação do campo de velocidades, cada nó terá componentes u e v, caso o problema seja bidimensional, assim como na mecânica dos sólidos onde teremos também duas componentes que determinarão seus deslocamentos. Assim, Hutton (2007) define grau de liberdade. Se estivermos diante de um problema de transferência de calor, o grau de liberdade é T. Se tivermos um problema de determinação de campo de velocidades ou do plano de tensões, teremos dois graus de liberdade em cada nó. Em geral, o número de graus de liberdade associados a um elemento finito é igual ao produto do número de nós e do número de componentes da variável de campo (e possivelmente das suas derivadas) que devem ser considerados para cada um. Para Reddy (2006), a ideia do uso de elementos finitos é antiga e cita dois exemplos. O primeiro é a determinação da circunferência de um círculo usando um número finito de segmentos e o segundo é a determinação do centro de massa (ou gravidade) de um corpo irregular. Para Hutton (2007), métodos aproximados para resolver equações diferenciais usando soluções de teste são ainda mais antigos. Lord Rayleigh e Ritz usaram essas funções (no nosso contexto, funções de interpolação) para aproximar soluções de equações diferenciais. Galerkin usou o mesmo conceito.  O método tem seu verdadeiro início com as ideias de Courant, que usa  funções contínuas por partes em um subdomínio. 

No final da década de 1940, a engenharia lidava com aprimoramento do motor  a jato e a necessidade de uma análise mais sofisticada de estrutura para suportar cargas maiores associadas a velocidades mais elevadas. Como será visto, a variável em estudo pode representar o deslocamento físico, a temperatura ou a velocidade do fluido, por exemplo. O termo elemento finito foi usado pela primeira vez por Clough em 1960 no contexto de análise de tensões e tem sido de uso comum desde então. Ele havia publicado, em 1956, em coautoria
 com alguns outros matemáticos e engenheiros da época, um artigo com todos os conceitos já aplicados, em um projeto de análise estrutural de aeronaves para a empresa americana Boeing, de modo a permitir uma melhor modelagem para a fuselagem dos seus aviões.

Durante as décadas de 1960 e 1970, o método dos elementos finitos foi estendido para aplicações em curvatura de placas, vasos de pressão e problemas gerais tridimensionais na análise estrutural elástica, também em problemas de mecânica dos fluidos e transferência de calor. Extensão adicional do método para grandes deflexões e análises dinâmicas também ocorreram durante este período de tempo. A utilização de computadores mainframe, que na época, eram considerados ferramentas muito poderosas e de alta velocidade, foram usados na análise de engenharia e largamente utilizados.  O NASTRAN foi o primeiro grande código de software de elementos finitos desenvolvido na década de 60 juntamente com o programa de exploração espacial norte-americano. Era, e ainda é, capaz de resolver centenas de milhares de graus de liberdade. Hoje, muitos pacotes de software comerciais foram introduzidos para análise de elementos finitos. Entre estes podemos citar o ANSYS, ALGOR, PATRAN, COSMOS . No ambiente computacional de hoje, a maioria destes pacotes podem ser usados em computadores de mesa e estações de trabalho de engenharia para obter soluções para grandes problemas em análise estrutural estática e dinâmica, transferência de calor, campo de velocidades, análise de tensões, eletromagnetismo e resposta sísmica.

3. Modelamento matemático
A equação geral que define a transferência de calor em um sólido ou fluido estacionário pode ser definida como:
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Admitindo as seguintes hipóteses:

a) Condutividade térmica constante;
b) Não há geração de calor;
c) Regime permanente (independe do tempo);
d) Temperatura independe da coordenada espacial z;
A equação (2) torna-se:
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A equação (3) é conhecida como equação de Laplace onde a temperatura T somente depende das coordenadas espaciais x e y, caso bidimensional. É conhecida como forma forte do problema. Caso tenhamos um termo fonte 
[image: image8.wmf])
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 no lado homogêneo, por exemplo, nesta mesma equação, ela torna-se a equação de Poisson.
3.1 Condições de contorno
Podemos destacar três condições de contorno consideradas clássicas pela literatura. O contorno com uma temperatura especificada – conhecida como condição de contorno de Dirichlet, condição de contorno com fluxo especificado – também conhecido como condição de Neumann - e condição de contorno de convecção.

3.2  Condição de contorno de temperatura especificada – condição de Dirichlet
Considerando uma placa retangular de comprimento L e altura H – também conhecidas como condições de contorno de Dirichlet, as condições tornam-se:
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[image: image11.emf]
(4.c)
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(4.d)


3.3  Condição de contorno com fluxo especificado – conhecida como condição de Neumann

O fluxo de calor no sentido positivo, seja da direção x ou y, é expresso pela lei de Fourier:


[image: image13.wmf]x

T

k

=

'

'

q

x

¶

¶

-


(5.a)


[image: image14.wmf]y

T

k

=

'

'

q

y

¶

¶

-


(5.b)

3.4 – Condição de contorno de convecção -  conhecida como condição mista.
As condições de contorno de convecção tem como base o balanço de energia na superfície expressas – usando a lei de Newton do resfriamento – como:


[image: image15.emf]
(6.a)
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(6.b)

3.5 – Fundamentação matemática do método.
De acordo com Reddy (2006), a origem das equações no qual se baseiam os elementos finitos seguem três passos. São eles:

a) Construção da forma fraca (weak forms) das equações diferenciais que regem o fenômeno tomando como base o método dos resíduos ponderados;

b) A forma da solução aproximada típica de um elemento é do tipo descrito pela equação (1);

c) A forma fraca originária dos resíduos ponderados dá origem as equações de elementos finitos na forma matricial;

Para Zienkiewicz (2013), discretizar uma região considerada contínua em nós, leva a existência de um tratamento unificado tal que:

a) O meio continuo é dividido em um número finito de partes (elementos) onde o comportamento de cada um é especificado por um número finito de parâmetros;

a) As mesmas regras são aplicáveis aos problemas discretos considerados como padrão e a solução do sistema completo é feita com a contribuição de cada elemento na matriz chamada de matriz de rigidez global e vetor força global;

 Em resumo, cada elemento possui sua matriz de rigidez 
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nos dá o grau de liberdade pretendido. No caso aqui, temperatura.

Seja a equação (3) onde aplicaremos uma função peso 
[image: image22.wmf](

)

y

x,

w

sobre a região Ω considerada no primeiro termo da equação:
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A equação (8) pode ser reescrita uma vez que estamos no domínio de x e y. Desta forma, temos:


[image: image24.wmf]dy

y

dx

x

T

x

w

y

x

ò

ò

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

×

2

1

2

2

2

1


(9)

Fazendo a integração por partes da equação (9):
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(10)

Podemos reescrever a eq.(10) em termos da região em análise e seu contorno. Assim:
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onde 
[image: image27.emf] é a componente em x do vetor unitário de área e é considerado positivo na direção para cima. 
Combinando as duas integrais de contorno da eq.(11),temos:
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(12)
O segundo termo na equação acima representa uma integral de linha ao longo do contorno. De maneira análoga, podemos aplicar a função peso  
[image: image29.emf]na direção y:
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Que produz de maneira similar a expressão:
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(14)

Somando as equações (8) e (13) que produzem o lado esquerdo da igualdade, somando as equações (12) e (14) que constituem o lado direito da equação abaixo, ficamos com:
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(15)

O último termo do lado direito da equação representa a equação sob o contorno e pode ser escrita:
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Dessa forma, a equação (15) poderá ser reescrita:
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O primeiro termo da eq.(17) do lado direito representa a análise sob a região Ω. Veremos adiante, que esse termo será a matriz de rigidez 
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enquanto o segundo representa uma integral ao longo do contorno Γ e será o vetor de cargas nodais 
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 de cada elemento onde constarão informações das condições de contorno.
É também conhecida como “weak forms” ou forma fraca do problema.
4 – Tipos de elemento
Na figura (1) abaixo, podemos observar o emprego de elementos do tipo triangular e quadrangular utilizados na modelagem de regiões bidimensionais.

Fig. (1) – elementos lineares
[image: image37.png]



A figura (1) define a condição mínima que cada elemento tenha, respectivamente, 3 (três) e 4 (quatro) nós definidos em seus vértices.
A figura (2) define os mesmos tipos de elemento porém redefinidos seus nós em suas arestas aumentando sua complexidade, apresentando resultados mais refinados. As funções de forma serão definidas por polinômios.

Fig. (2) – elementos não-lineares
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O tipo de elemento utilizado no nosso estudo foi o do tipo triangular com nós nos vértices.

4.1 –  Elemento triangular linear
A variável em estudo aqui sabemos que é temperatura mas de uma maneira geral, podemos redefinir essa variável denominando-a de 
[image: image39.wmf]u

. Assim para um elemento triangular com três nós nos vértices temos:
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(18)

ou podemos definir na representação matricial,


[image: image41.emf]
(19)

Podemos usar a equação (18) para representar a variável 
[image: image42.emf]em termos de pontos nodais. Escrevendo na forma matricial, temos:


[image: image43.emf]
(20)

A equação (19) encontra-se de uma forma genérica na forma matricial enquanto a equação (20) está escrita para todos os nós do elemento triangular linear.
Os subíndices relativas as coordenadas genéricas 
[image: image44.emf]correspondem as localização de cada nó no domínio discretizado. Invertendo a matriz das coordenadas e reescrevendo a eq. (20) temos:
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(21) 
O valor de 
[image: image46.wmf]A

 na equação (21) corresponde a área do elemento triangular linear. Reescrevendo  a equação (1) em termos da variável 
[image: image47.wmf]u

,temos:
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As funções 
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são as funções de forma para o elemento triangular e como podemos observar cada coluna da matriz na equação (21) correspondem as constantes 
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 da eq. (18). Temos:
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[image: image53.wmf](

)

(

)

(

)

[

]

y

x

x

+

x

y

y

+

y

x

y

x

A

=

ψ

1

2

2

1

1

2

2

1

3

2

1

-

-

-


(23.c)

Como definido, o primeiro termo da equação (17) do lado direito poderá ser reescrita em função das funções de forma definindo assim a matriz de rigidez de cada elemento 
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(24)

Fazendo as derivadas parciais de 
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ψ

, equações (23), em relação a cada coordenada espacial e substituindo na integral sobre a região 
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Pelas equações (25.a-i), nota-se que a matriz de rigidez do elemento é simétrica, ou seja, 
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. Podemos escrever a matriz:
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4.2 – Integrais no contorno

 As integrais no contorno podem ser definidas pelo segundo termo do lado direito da equação (17), ou seja:


[image: image69.emf]
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O subíndice “n” informa uma condição de contorno natural, ou seja, que possui uma derivada e o subíndice “e” denota a integral no elemento que possui um lado com tal condição. O somatório do lado direito da equação (27) fornece a contribuição de cada elemento. Podemos afirmar ainda que todos os lados que possuem alguma condição de natural contribui no vetor 

[image: image70.emf].
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onde 
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 é o comprimento da aresta cujo elemento encontra-se no contorno. Analogamente, usando o mesmo raciocínio para 
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ficamos com mesmo resultado só modificando  o comprimento 
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Para um elemento cuja aresta encontra-se sob condições de contorno convectivas, a equação (28) torna-se:
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O vetor 
[image: image77.wmf][
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e

f

possui dimensão compatível com a matriz  dada pela equação (26), ou seja, 3x1. As equações (28) e (29) nos fornecem informações na aresta e essa informação tem que ser considerada no vetor de cada elemento.
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5 –  Validação do método
Para verificarmos a eficiência do método dos elementos finitos, consideramos uma região (placa retangular) cuja solução analítica é conhecida. A região foi discretizada conforme desenho abaixo: 

Fig. (3) – malha inicial
[image: image79.jpg]T=0
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 Fonte: Elaboração própria
Como mostra a figura (3), a malha foi discretizada com 32 elementos e 25 nós com suas respectivas condições de contorno. O material escolhido – aço – com suas propriedades é 
considerado no código-fonte. Segundo a tabela abaixo, é feito o comparativo com a solução analítica.
Tabela (1) – Comparativo de soluções
	Nós
	Elementos Finitos
	Solução Analítica

	1
	0
	0

	2
	0
	0

	3
	0
	0

	4
	0
	0

	5
	0
	0

	6
	0
	0

	7
	3,0516
	2,8785

	8
	5,6386
	5,3187

	9
	7.3672
	6,9492

	10
	7,9742
	7,5218

	11
	0
	0

	12
	7,9615
	7,6257

	13
	14,7109
	14,0904

	14
	19,2207
	18,4100

	15
	20,8043
	19,9268

	16
	0
	0

	17
	17,7196
	17,3236

	18
	32,7416
	32,0099

	19
	42,7789
	41,8229

	20
	46,3036
	45,2688

	21
	0
	0

	22
	38,2683
	38,2683

	23
	70,7107
	70,7107

	24
	92,388
	92,3880

	25
	100
	100


6  –  Refinamento da malha
Fig. (4) – malha refinada
[image: image80.jpg]



 Fonte: Elaboração própria
Essa malha possui 128 elementos com 81 nós. Foi submetida aos três tipos de condições de contorno, ou seja, de Dirichlet, Neumann e mista. Segundo Hutton (2007), uma análise via elementos finitos seguem três passos:
a) Pré-processamento: neste primeiro passo, podemos destacar a definição da geometria do problema, o tipo de elemento a ser usado,  material com suas propriedades físicas, conectividade nodal dos elementos da malha, condições de contorno;
b) Processamento: no passo seguinte, como dito antes, cada matriz de rigidez do elemento 
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com seu respectivo vetor 
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que traz informações das condições de contorno contribui para a matriz de rigidez global 
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e um vetor força global 
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g

F

. A solução do sistema dado é dada pela equação (7) e irá fornecer a temperatura em cada nó para este caso, que trata-se de um problema de transferência de calor. Técnicas de solução são usadas para diminuir o número de equações e consequentemente o tempo computacional. Podemos citar, por exemplo, a eliminação gaussiana;
c) Pós-processamento: a análise e avaliação dos resultados são feitas neste passo. Neste caso específico, usamos o Octave para visualização do campo de temperatura. De uma maneira geral, problemas que envolvam tensões, campo de velocidades, eletromagnetismo, etc., são verificar a magnitude elemento por elemento da variável envolvida. Em problemas de mecânica dos sólidos a verificação do equilíbrio, cálculo dos fatores de segurança, cores para a estrutura deformada são feitos.

5.3 –  Placa submetida  a condições de contorno de Dirichlet – temperatura especificada no contorno.
Submetemos a placa retangular de aço com temperatura conhecida na aresta de baixo, lateral esquerda e direita 
[image: image85.wmf]°C
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 e na aresta de cima 
[image: image86.wmf]°C
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. O resultado encontrado é mostrado na figura abaixo:

Fig. (5) – temperatura especificada no contorno.
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 Fonte: Elaboração própria
5.4  – Placa submetida a fluxo especificado no contorno – também conhecido como condições de contorno de Neumann.
A mesma placa retangular com suas dimensões e propriedades conhecidas foram consideradas agora com as arestas direita e esquerda com 
[image: image88.wmf]°C
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, a aresta inferior submetido a uma corrente de ar por convecção com 
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. A aresta superior com o forte fluxo simulando condições de incidência solar de muitas regiões do Brasil, na média 
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. O resultado foi plotado como mostra a figura (6).

Fig. (6) – condição de contorno de Neumann.
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 Fonte: Elaboração própria
Submetemos a placa a outras condições de contorno. A aresta inferior permaneceu com as mesmas condições convectivas (
[image: image93.wmf]K
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), as arestas laterais com uma temperatura menor (
[image: image95.wmf]°C
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) e um fluxo incidente menor na aresta de cima
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.  A figura (7) mostra como ficaram os resultados.

Fig. (7) – condições de contorno de Neumann modificadas.
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 Fonte: Elaboração própria
5.5 –  Placa submetida às condições de contorno convectivas – também conhecido como condições mistas.
As arestas laterais juntamente com a superior estão submetidas a uma temperatura alta e constante de 
[image: image98.wmf]°C
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 e a aresta inferior com condições convectivas de  
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Fig. (8) – condições de contorno do tipo mista.
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Fonte: Elaboração Própria
6 – Conclusões
A análise via elementos finitos mostrou-se bastante eficiente para as variadas condições de contorno e se torna uma alternativa viável quando estamos diante de uma geometria irregular. Toda a programação do código-fonte e geração dos gráficos de cores foram feitos no Octave, software livre alternativo ao comercial Matlab. Analogamente, o elemento usado sendo com quatro nós nos vértices segue o mesmo raciocínio no desenvolvimento das equações usadas no ítem 4.1. Neste caso, a matriz de rigidez do elemento será 4x4 e o vetor  que contém as informações das condições de contorno será 4x1. Fica como sugestão para trabalhos futuros, mesmo usando o elemento triangular, usar os nós dos vértices juntamente com aqueles das arestas resultando em um polinômio de maior grau. A dificuldade torna-se maior na obtenção das equações, mas ficamos com uma precisão maior nos resultados.
Do ponto de vista educacional, o método do elemento finito torna-se uma ferramenta numérica interessante uma vez que, modelado o problema matematicamente, saímos de sua forma forte, geralmente contendo uma EDP, para um sistema de equações lineares com domínio discretizado. A geometria aqui foi simples e é um problema clássico de transferência de calor, mas a essência do método é que, podemos estar diante de uma geometria e forma forte complexas, poderemos encarar o problema desta maneira, ou seja, discretizar o domínio, transformar sua forma forte em “weak forms”, resolver o sistema, além de incentivar o aluno a programar em um software livre e verificar que ele é tão funcional quanto o concorrente. Sugerimos também futuramente, uma análise transiente via elementos finitos onde neste caso o termo que define a temperatura dependente do tempo na equação (2) tem que ser considerada.
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