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Resumo: O Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG) tem se apresentado
como alternativa eficaz para obten¢do de solu¢des com boa precisdo para problemas nos
quais o Método dos Elementos Finitos (MEF), em sua versdo convencional, requeriria
elevado custo computacional. Em relacdo ao controle sobre a precisdo da resposta nu-
mérica, a andlise de erros de discretizacdo, assim como a implementagdo de estratégias
adaptativas, sdo temas que j4 foram amplamente abordados para o MEF e que vém sendo
tratados no contexto do MEFG e suas versdes estdveis. Neste trabalho, apresenta-se uma
contribui¢do original que objetiva melhor avaliar a precisao das solu¢des encontradas, ga-
rantindo que elas atendam a limitacdes pré-especificadas para os erros. Um estimador de
erro a-posterior, recentemente elaborado, é empregado como guia para os procedimen-
tos adaptativos, sendo utilizado para indicar regides onde a adaptividade h ou p possa
ser aplicada. As estratégias implementadas consideram enriquecimentos polinomiais para
conduzir a andlise p-adaptativa e reconstru¢cdo da malha para a adaptividade h. Exemplos
numéricos ilustram a efetividade das versdes h e p adaptativas propostas para o MEFG e
que proporcionam respostas que atendem a limites de tolerancia previamente estabeleci-
dos.

Palavras chaves: MEFG; Estimativa de Erro; Adaptividade

Abstract: The Generalized Finite Element Method (GFEM) has became an efficient al-
ternative to obtain solutions with good accuracy for problems in which the Finite Element
Method (FEM) would require excessively high computational cost. Regarding the control
over the numerical solutions’ accuracy, discretization error analysis, as well as the imple-
mentation of adaptive strategies, are subjects largely studied for the FEM. They are now
being addressed in the GFEM and its stable versions context. In this work, an original
contribution aiming to better evaluate the solutions’ accuracy and ensure that they meet
pre-specified limits for the errors is presented. A recently developed a-posteriori error es-
timator is used as guide for the adaptive procedures. It is used to indicate the regions where
h or p-adaptivity can be applied. The implemented strategies consider polynomial enrich-
ments to perform the p-adaptivity whereas remeshing is used to perform the h-adaptivity.
Numerical examples show the effectivity of the h and p adaptive strategies proposed for
the GFEM whilst providing responses that meet pre-specified tolerance limits.
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1 INTRODUCAO

O Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG) é um método direto utili-
zado para gerar solucdes aproximadas para Problemas de Valor de Contorno (PVC). O
método se caracteriza pela possibilidade de melhoria da aproximacdo em regides especi-
ficas do dominio, explorando conhecimentos prévios acerca do resultado esperado para
a solucdo. Essa caracteristica permite obter solu¢gdes para o problema analisado que sdao
mais proximas da solucdo exata, com menor erro associado a discretizacdo e, ainda, com
custo computacional reduzido em relac@o aquele necessario para obtengao de resposta si-
milar utilizando o Método dos Elementos Finitos (MEF) em sua versdo convencional, por
exemplo.

Um passo na direcdo de avaliar a robustez do método consiste no estudo do erro as-
sociado as solucdes geradas por ele. Nos casos em que as solu¢des exatas ndo sao conhe-
cidas, os estimadores de erro desempenham papel importante na avaliacdo da qualidade
dessa solugdo. A obtencdo de estimadores representativos do erro €, portanto, tépico im-
portante de pesquisa € vem sendo desenvolvido ha algum tempo para o MEFG. Além
disso, dispondo de um bom estimador e conhecendo a distribuicdo de erro sobre o do-
minio do problema, pode-se buscar melhorar a discretizac¢do original a fim de obter uma
nova solu¢do que seja melhor que a anterior. Essa € a ideia principal dos procedimentos
adaptativos, que procuram otimizar a busca por solu¢des aproximadas de modo que essas
resultem suficientemente precisas e cujo custo computacional seja condizente sob o ponto
de vista pratico.

Este trabalho busca explorar técnicas adaptativas que foram inicialmente estudadas
no contexto do MEF convencional e tratd-las para a resolucao de problemas utilizando o
MEFG e suas versdes estdveis. Em primeiro lugar, investigam-se técnicas h-adaptativas
utilizando um estimador de erro a-posteriori recentemente proposto. As andlises realiza-
das mostram que o estimador funciona como um bom indicador das regides onde melhoria
da solucdo € necessdria. Em seguida, o mesmo estimador é empregado na investigacdo de
técnicas p-adaptativas. Nesse caso, busca-se melhorar a solucao via enriquecimentos poli-
nomiais, confrontando-se os resultados obtidos ao utilizar diferentes versdes do MEFG. A
boa eficiéncia computacional do estimador de erro utilizado, em conjunto com o emprego
das técnicas adaptativas apresentadas, resultam em solugdes que atendem a erros médios
globais com limites pré-especificados e com custo computacional reduzido.

Na secdo 2 deste artigo, o MEFG, suas versdes estaveis e o modo de construcao do
espaco de aproximacdo ampliado que contém a solucao aproximada sao apresentados. Na
secdo 3, apresenta-se brevemente o estimador de erro a-posteriori baseado em recupera-
cdo utilizado neste trabalho como guia para os procedimentos adaptativos. Na se¢do 4,
exemplos numéricos explorando os procedimentos h e p adaptativos sao ilustrados e, por
fim, na secdo 5 sdo apresentadas as principais conclusdes obtidas com o trabalho.

2  METODO DOS ELEMENTOS FINITOS GENERALIZADOS

O MEFG (Duarte; Babuska; Oden, 2000; Strouboulis; Copps; Babuska, 2001) € ca-
racterizado como um método de Galerkin, no qual o espaco de aproximagao utilizado para
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gerar as suas fungdes de aproximagao, Sygrg, € obtido aumentando-se o espago de apro-
ximag¢do do MEF convencional, Sygr, com um espaco Sgng de fungdes que apresentam
boa qualidade para reproducdo da solucdo local do problema em andlise, i.e.

SMEFG = SmEr + Senr (D

A principal diferenca entre 0 MEFG e o MEF convencional estd na construgdo das
func¢des de forma utilizadas em cada um dos métodos. Pelo fato de, no MEFG, o espaco
de aproximacao ser construido a partir do enriquecimento de uma Particdo da Unidade
(PU) por um conjunto de fungdes de enriquecimento, as fungdes de forma para o método,
associadas aos nos da discretizagdo, sao obtidas a partir do produto entre essa PU e as
fungdes de enriquecimento atreladas a um dos nds. Essas funcdes sdo conhecidas como
funcdes de forma generalizadas e podem ser escritas como

Gai = Pala; (sem somaem «) 2)

Na Eq. (2), ¢, representa a PU associada ao n6 « da discretizacdo, com suporte
o = {x € Q/p.(x) # 0}, e L,; representa uma das fungdes de enriquecimento atreladas
ao no6 « e reunidas no vetor L. A Fig. (1) ilustra a constru¢ao das funcdes de forma para
o MEFG.
A combinacio linear das fungdes de forma apresentadas pela Eq. (2) definem uma
aproximacao U para o campo vetorial de deslocamentos. A Eq. (3) apresenta essa aproxi-
magao

N J(a) N S(a)
u= Z ozi¢ai = Z Z uaigpaLai
a=1 i=1 a=1 i=1
= Z Z 'L = Zl (paﬁa

e nela u,,; refere-se aos parametros utilizados para a montagem da aproximag¢io ti como
uma combinacdo linear das fungdes ¢,;. Esses parametros podem ser entendidos como
graus de liberdade generalizados do problema. No caso, .# («) = card(L,) e indica o
nimero de funcdes de enriquecimento atreladas ao né a.

Percebe-se pela Eq. (3) que a aproximagao global do problema consiste, portanto, na
‘costura’ das fungdes de aproximagdo locais U, € Xo(Wa) = span(Lai)i:L_.,J(a) feitas
exclusivamente pela PU, o que garante também sua conformidade.

Tomando L,; = 1, Va, o MEFG recupera aproximacdes do MEF. Nesse caso, como
indica a Eq. (1), pode-se convenientemente dividir a Eq. (3) em duas parcelas, uma com
a aproximagdo originalmente proposta pelo MEF e outra com a parcela enriquecida da
aproximacao.

I ()

N
Z WMo, + Z o Z u™R L, 4)
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Figura 1. Construcio da fun¢iao de forma para o MEFG, usando enriquecimentos (a) polinomial e
(b) nao polinomial, como o produto entre a PU e o enriquecimento adotado. As fun¢6es mais acima
representam ¢, as intermediarias representam L; e as mais abaixo a func¢io ¢,

Fonte: Adaptado de (Kim; Duarte; Proenca, 2009).

A Eq. (4) exprime a ideia basica do MEFG de ampliar o espago de aproximacgao do
MEEF convencional com um espaco gerado pelas fungdes de enriquecimento adotadas para
o problema. A partir da Eq. (4), os espagos de aproximacao constantes na Eq. (1) podem
Ser expressos por

N

SMEF = C : C = anﬁpav Ca € R (5)
a=1
N

Seng = (¢ (= Z SOaXENR, XENR = Span(Lm)izz,...,ﬂ(a) (6)
a=1

2.1 Versoes estaveis do MEFG
2.1.1 Modificacao nas func¢oes de enriquecimento

A versao estavel do MEFG (MEFG-E) € obtida por uma simples modificacdo nas
fungdes de enriquecimento a serem utilizadas no problema, fazendo com que o espaco
de aproximacdo gerado por elas, Sexg, S torne quase-ortogonal em relagdo ao espago de
aproximacgao do MEF convencional (BabusSka; Banerjee, 2012). A funcdo de enriqueci-
mento modificada € obtida a partir da funcio de enriquecimento original subtraindo-se
dela a interpolante linear ou bilinear de seus valores nos nds dos elementos finitos que
formam a nuvem w,, ou seja,

Lai - Lai - Iwa(Lai)7 = 27 trt j(a) (7)

Na Egq. (7), L, (L4;) refere-se a funcdo interpolante linear ou bilinear, definida, por
partes, sobre cada elemento que constitui a nuvem w,. Ela pode ser escrita, aproveitando
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a PU ja definida sobre os elementos, como

Lo (Lai)(@,9) = Y 95 95) Lails,47) ®)
j=1
em que (z;, y;) referem-se as coordenadas doné j = 1,...,n com n o nimero de nés do

elemento finito.
A partir das fung()es de enriquecimento modificadas L,; € X«(w.), as fungdes de
forma generalizadas ¢,; sd@o dadas por

Gai = PoLai 9)

e o espaco de aproximacdo Sgxg do MEFG, dado pela Eq. (6), é agora dado por
Seng = {c (= Z PaXa®, Xa® = span(Lay); 2,...,](@} (10)

com SwigrcE = Swmer + Seag.
A constru¢do da aproximacgdo U para o campo de deslocamentos é feita de modo
similar ao das Eq. (3) e (4), utilizando, entretanto, a funcdo de forma apresentada pela Eq.

).

2.1.2 Modificacao na particao da unidade

Uma outra versao estavel para o MEFG, proposta em Zhang, Banerjee e Babuska
(2014), apresenta uma nova modificacdo para a constru¢do do espaco relacionado as fun-
cdes de enriquecimento Sgpnr, €em que altera-se, agora, a PU utilizada na geragdo desse
espaco. O objetivo € tornar as fungdes de forma generalizadas, relacionadas a n6 «, line-
armente independentes sobre w,,. Zhang, Banerjee e Babuska (2014) demonstram as altas
taxas de convergéncia alcangadas com o método em experimentagdes numéricas unidi-
mensionais, que também podem ser percebidas nos experimentos numéricos em aborda-
gens bidimensionais realizados em Sato, Piedade Neto e Proenga (20187).

A modificacdo adicional sobre Senr consiste apenas na utilizacdo de uma nova PU,
para o aumento do espago de aproximac¢do. A PU utilizada € conhecida como flat-top e
é aqui representada por 5. Dessa forma, o espaco de aproximagio para 0 MEFG-EFT ¢
dado por

SMEFG—EFT = Swmer + SEIT\IR (11)

com

ENR—{c (= Zsoi?x‘i“} (12)
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Em Zhang, Banerjee e BabuSka (2014) e em Sato, Piedade Neto e Proenga (20187?)
pode-se encontrar as expressoes utilizadas para construgdo da PU flat-top para elementos
finitos mestres unidimensionais e bidimensionais quadrilaterais, respectivamente.

3 ESTIMADOR DE ERRO ZZ-BD

Nesta se¢do, o estimador de erro a-posteriori baseado em recuperacao utilizado como
indicador para os procedimentos adaptativos € descrito. O estimador de erro ZZ-BD, re-
centemente proposto em Lins, Proenca e Duarte (2018?), introduz uma generalizacdo dos
estimadores utilizados em Prange, Loehnert e Wriggers (2012) para o XFEM e por Lins
et al. (2015) para o MEFG-E.

A nova metodologia proposta em Lins, Proenca e Duarte (2018?) € baseada em uma
projecdo L? localmente ponderada, analogamente a projecdo apresentada em Schweitzer
(2013) para a constru¢do de matrizes de massa de problemas da Dinamica. Basicamente,
como o estimador € baseado no erro em tensdes, o sistema de equagdes a ser resolvido
para obten¢ao do campo recuperado de tensdes é

d ~d _pd
Alam) (8:m) * Uasm) = F(3m) (13)

em que « e [ referem-se aos nds da discretizagdo, m e n referem-se a cada componente
dos vetores L, e L de fungdes de enriquecimento, respectivamente, e d = 1, 2, 3 refere-
se a cada componente do campo de tensoes.

A metodologia proposta em Lins, Proenga e Duarte (2018?) interpreta cada integral
que define os termos independentes do sistema apresentado pela Eq. (13) como um pro-
duto interno L? entre 6¢ e g? ponderado pela PU ¢, i.e.

fomy = /Q 6% ppgn A = / %0p0n A2 = (6%, 91) 12, (14)
wp

em que 6 representa as componentes do campo de tensdes obtidos pelo MEFG e ¢¢
representa uma funcdo de enriquecimento genérica definida sobre wg.

A mesma estratégia pode ser utilizada para calcular as componentes da matriz A,
gerando assim uma matriz simétrica, positiva-definida e bloco-diagonal com

~ 0 se a#[

Al = 15
(vm),(B.m) { (92, gg)iiw) se a=/ (15)

em que

(9 90) 1200y = / (9m9n) 254 (16)
ws



= XIISIMMEC

Simposio de Mecanica Computacional

abmec 29 de Outubro a 1° de Novembro de 2018

UFES - Campus Goiabeiras - Vitoria, ES

4 EXEMPLOS NUMERICOS

Nesta se¢do, ilustram-se os resultados da resolucdo de um problema utilizando as
técnicas h e p adaptativas implementadas. Como dito inicialmente, a técnica h-adaptativa
busca melhorar a solucdo do problema mediante remalhamento, concentrando elementos
finitos em regides de erro mais elevado. J4 a técnica p-adaptativa busca melhorar a solug¢ao
do problema mediante enriquecimentos polinomiais sobre as regides de erro mais elevado.

O exemplo a ser resolvido consiste em um cilindro de parede espessa submetido a
pressdo interna p; = 1.0 sob Estado Plano de Tensdo (EPT). Sua geometria é definida na
Fig. (2) e para as propriedades fisicas adotou-se um mddulo de elasticidade longitudinal
E = 100.0 e um coeficiente de Poisson v = 0.30.

ih

\
bi \\\ \
\ \
v labo | eoo)
T AN i

Figura 2. Cilindro de parede espessa submetido a pressio interna p;.
Fonte: O proprio autor.

4.1 Técnica h-Adaptativa

A técnica h-adaptativa implementada baseia-se naquelas comumente utilizadas para
o MEF convencional e apresentada, por exemplo, em Hinton, Rao e Ozakca (1991). O
procedimento adaptativo em questio estd, em forma geral, descrito no Alg. (1).

As malhas, tanto inicial quanto as posteriores que se baseiam em malhas de fundo,
sdo construidas utilizando o cédigo computacional Gmsh, conforme Geuzaine e Remacle
(2009), e os critérios de otimalidade adotados sdo baseados em Ofiate e Bugeda (1993),
conforme descritos em seguida.

A malha de fundo no passo k£ do procedimento h-adaptativo é caracterizada por ele-
mentos com dimensdes caracteristicas hl(-k). Essa malha € utilizada para a geracao da pro-
xima malha de elementos finitos composta por elementos com dimensdes definidas pelos
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valores de hEkH) sobre 2. O valor de hgo) ¢ definido pelo usudrio e normalmente rela-
cionado a uma malha uniforme. Para cada novo nivel de malha esse valor é atualizado
em fun¢do das posi¢des dos nds determinadas pelo gerador de malha empregado. Para tal
atualizacdo, realiza-se uma interpolacdo sobre a malha de fundo anterior (feita pela PU
atrelada a cada elemento ﬁmto)

Os valores corrigidos de h ) 0 obtidos conforme apresentados em Ofate e Bu-
geda (1993), dependendo do critério de otimalidade adotado.

Algoritmo 1: PROCEDIMENTO H-ADAPTATIVO

1 inicio

2 Gerar uma malha uniforme inicial para anélise

3 | Resolver o problema K(® a(® = £(©

4 Basedo em 1(?), estimar o erro sobre cada elemento finito, a norma energia
do erro global e a energia de deformacao ||ul|gq,)

s | enquanto [[e"[|gqg)/|[ullg@s) > 7 faca

6 Baseado no erro sobre cada elemento finito ||e*||gq,), no critério de

otimalidade adotado e no tamanho do elemento finito da analise anterior

hgk) calcular o tamanho do elemento finito para a andlise atual h(’Cle
7 Gerar uma distribuicdo de hi Y sobre 0 domfnio e utilizar dessa
distribui¢do como malha de fundo para gera¢do da malha atual de
andlise
8 Resolver o problema K+ (1) — f(k+1)
9 Baseado em u*™Y | estimar o erro sobre cada elemento finito, a norma
energia do erro global e a energia de deformacao
10 fim
1 fim

O novo tamanho do elemento finito hEkH) pode ser determinado considerando como

critério de otimalidade (OB-01) uma distribuicdo igualitaria do erro global

k
k+1 k) 1/p 2/(2p+d)
hl( ) ﬁ 9 /8( ( ég) ( Sl) )
Y : (17
he = le* (k@) hei — le*[|r@)
— — . . l — * _
77 (AR + et )72 e [ecoym—172
ou considerando uma distribuicao igualitaria do erro especifico (OB-02):
(k+1) _ k 1/p
h’z ﬁ ( 59 gl) 9
! . . 12 (18)
he = le*[|r@) ol — le*[|r@) (Q)
— — N . l — *
7 (Al + lle* )72 le*llee) \ &
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em que h§g e "¢} representam os parAmetros de refinamento considerando erros globais
e locais (sobre o elemento finito ), respectivamente. ||e*||g(x) € |||/gx) representam
as normas energia calculadas sobre X C () do erro estimado e do campo aproximado
de deslocamentos, respectivamente. p representa o grau polinomial sobre os elementos
finitos e d = 1, 2, 3 representa a dimensao do problema estudado.

4.1.1 Resultados

No exemplo, foram testados ambos os critérios OB-01 e OB-02 de otimalidade.
Como a solucdo exata do problema é conhecida, os procedimentos adaptativos puderam
ser guiados tanto pelo erro estimado quando pelo erro exato (ver Fig. (3)). Isso faz com
que se consiga avaliar a resposta do estimador de erro como indicador dos procedimentos
adaptativos.

A Fig. (4) ilustra a malha final obtida pelos procedimentos adaptativos utilizando os
critérios OB-01 e OB-02 com o erro tanto estimado quanto exato. A malha inicial é aquela
mostrada na Fig. (4a) e o erro relativo pré-especificado para o problema foi 77 = 1.5%.

Nos casos em que se utilizou o critério OB-02, houve uma maior concentragdo de
elementos nas regides de erro mais elevado (no caso, na regido interna do cilindro), per-
mitindo a utilizacdo de elementos maiores nas demais regides. Esse fato também foi per-
cebido nas simulagdes feitas em Ofiate e Bugeda (1993). Para esse exemplo, esse fato
levou a um maior nimero de graus de liberdade quando utilizado o critério OB-02.

Os gréficos presentes na Fig. (3) apresentam a convergéncia do erro global para as
andlises h-adaptativas utilizando os critérios de otimalidade OB-01 e OB-02 e os erros
estimados e exato. Além disso, essas andlises sdo comparadas com aquela feita com refi-
namentos uniformes, em que todo o dominio € refinado igualmente.

0124 0.12 .
013 a E 014 s 3

0.08 3 E 0,08 3

0.06 = 0,06

llefle:,

Emro Clobal

0.04 -

—A— Estrat. Adapt. OB-01 (Estim.) f = 0.60 —#— Estrat. Adapt. OB-02 (Estim.) B = 0.53
-4k~ Estrat. Adapt. OB-01 (Ex) =061 |-~ Estrat. Adapt. OB-02 (Ex) B =054
—m— Refinamento Uniforme (Estim.) =033 S 7 [~ Refinamento Uniforme (Estim ) p=0.53 ‘0
--M-- Refinamento Uniforme (Ex.) p = 0.54 A -®-- Refinamento Uniforme (Ex.) p = 0.54

0.02 } } 0.02 ! }
1000 NGL 10000 1000 NGL 10000

(a) (b)

Figura 3. Comparacio da convergéncia do erro global utilizando erros estimados e exatos durante o
procedimento h-adaptativo. Em (a) ¢ utilizado o critério OB-01 e em (b) o critério OB-02. Para os
casos de refinamento uniforme, a taxa de convergéncia /5 apresentada refere-se a taxa média.
Fonte: O préprio autor.

Percebe-se, inicialmente, na Fig. (3), a proximidade entre os gréficos de convergéncia
do erro global considerando o erro estimado e o erro exato. Esse fato pode ser confirmado
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Figura 4. Malhas finais obtidas por meio dos procedimentos h-adaptativos. Em (a) ilustra
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pelos valores proximos das taxas de convergéncia [ obtidas. Isso € uma boa indicagao
de que o estimador de erro utilizado consegue quantificar bem o erro de discretizacao da
solucdo e guiar de forma coerente os procedimentos adaptativos.

Além disso, percebe-se que o critério de otimalidade OB-01 apresentou taxas de
convergéncia melhores em relacdo ao erro global de discretizagdo. Com esse critério,

consegue-se obter malhas com niveis reduzidos de erro e menor quantidade de graus de
liberdade.

4.2 Técnica p-Adaptativa

O critério adotado para a estratégia p-adaptativa baseia-se em Barros, Proenga e Bar-
cellos (2004), utilizando, entretanto, o estimador ZZ-BD baseado em recuperacdo. A es-
tratégia adotada por aqueles autores consiste em obter uma aproximagao p 6tima para uma
malha fixa de tal modo que a norma energia do erro seja distribuida de modo uniforme
sobre o dominio. No caso do MEFG, o refinamento p € realizado via enriquecimento
polinomial nodal. A estratégia segue o Alg. (2).

Algoritmo 2: PROCEDIMENTO P-ADAPTATIVO

1 inicio
2 | A partir dos dados de entrada, resolver o problema K@ a(® = £©)
3 Baseado em u(?), estimar o erro sobre cada elemento finito, o erro global e a

energia de deformacao ||ul|gq)
4 | enquanto [[e"[|gqg)/|[ulg@s) > 7 faca

5 Calcular o indicador de erro &, = > ., (V;/V.,)lellr(.;) sobre cada
nuvem w; € seu valor maximo €, = ; E,?f?Néwj
6 paraw; = 1,..., N faca
7 Calcular P, = &, /Emax
8 se P > 1 entdo
9 | Enriquecer a nuvem w;
10 fim
1 fim
12 fim
13 fim

No passo 9 do Alg. (2), o enriquecimento da nuvem w; € feito de acordo com o
nimero de layers L previamente definido. Exemplificando, para L. = 0 apenas o vértice
da nuvem w; € enriquecido, para L = 1 o vértice da nuvem e seus nds vizinhos, ligados
a ele por elementos finitos, sdo enriquecidos, e assim sucessivamente. Essa estratégia
foi tomada a fim de garantir a reprodutibilidade nos elementos proximos as nuvens que
precisam ser enriquecidas.
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4.2.1 Resultados

O exemplo resolvido consiste no mesmo caso anterior utilizado para a simulagado h-
adaptativa. Inicialmente, uma anélise de convergéncia do erro e uma andlise do nimero
de condicao foi realizada utilizando o MEFG e suas versdes estdveis. O nimero de con-
dicao € definido pela razao entre o0 maximo e o minimo autovalor da matriz de rigidez
escalonada e aponta para a estabilidade do procedimento numérico, ou seja, quanto maior
esse nimero mais erros de arredondamento sao inseridos. Os resultados encontram-se na
Fig. (5) e Tab. (1).

J -\\

4 .h\\-“:
) | \%
2
= ™ m
0
=]
£ 001+ "
g ]
B 1 A
= |
g l
i

1 F#MEFGE'

—A—MEFG-E
1 —m—MEFG
[
400 800 1200 1600 2000 2400

NGL

Figura 5. Comparacio sobre a convergéncia do erro relativo global para o MEFG e suas versoes
estaveis
Fonte: O préprio autor.

Tabela 1. Numeros de Condicio obtidos durante a estratégia p-adaptativa para o MEFG e suas
versoes estaveis.

Método 1% Iteracdo 2% Iteracdo  3* Iteragdo  4* Iteracdo
MEFG 9.10E+03 191E+4+18 3.07E+ 18 2.63E + 18
MEFG-E 9.10E+03 1.16E+4+04 127E+13 197E+18
MEFG-EfT  9.10E + 03 1.04E+ 04 2.17E+06 2.31E+ 06

A Fig. (5) evidencia que o MEFG convencional tem melhor taxa de convergéncia,
neste caso provavelmente acentuada em razio da solucdo exata ser polinomial. Por outro
lado, seu emprego na estratégia adaptativa pode gerar erros de arredondamento importan-
tes, pois o nimero de condi¢ao da matriz do sistema se eleva rapidamente ja com o pri-
meiro nivel de enriquecimento. De fato, como se pode perceber pela Tab. (1), o nimero de
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condi¢iio mostrou-se melhor controlado quando o MEFG-EFT foi utilizado. Mesmo com
erro maior em relagdo aos demais métodos, em razdo de seu melhor condicionamento ele
foi 0 método escolhido nas andlises que seguem.

Uma andlise de convergéncia considerando L. = 0, 1, 2 foi realizada a fim de avaliar
a influéncia do fator L. no procedimento p-adaptativo. Na Fig. (6), o procedimento p-
adaptativo € ainda confrontado com um caso de enriquecimento uniforme.

0.1 —— T T T

b S.104E+03 1

= 1 1=3395lﬁ |
= R

- J oo 2,185E4+06 J
o

& 0,01 Ny 2333806

2 1 & :l

— - .

g —B—Refinam. p-Adap. (L=2) g
] —& —Refinam. p-Adap. (L=1) ]
—&— Refinam. p-Adap. (L=0)
-----Refinam. p-Uniforme

400 800 1200 1600 2000 2400 28003200
NGL

Figura 6. Convergéncia da estratégia p-adaptativa apresentada para L = 0, 1, 2 e de uma analise
utilizando enriquecimento uniforme.
Fonte: O préprio autor.

Percebe-se, na fase inicial do processo adaptativo, que as taxas de convergéncia sao
menores que a convergéncia proporcionada pelo enriquecimento uniforme. Esse fato se
deve principalmente a existéncia de elementos de mistura quando os enriquecimentos lo-
cais sdo feitos. O erro associado a esse tipo de elemento € detectado pelo estimador e
afeta consideravelmente a convergéncia do procedimento. Entretanto, proximo a atingir
a tolerancia pré-especificada, as taxas das respostas adaptativas passam a superar larga-
mente aquelas do enriquecimento uniforme. Por outro lado, a Fig. (6) mostra que, com
o aumento de L, diminui-se o ndmero de etapas de refinamento (na andlise com L = 0
foram necessdrios 7 niveis de refinamento para alcancar o erro relativo adotado).

Mesmo com uma taxa inicial de convergéncia menor, os procedimentos adaptativos
apresentados retornam um erro relativo 7 < 1.0% com niimero menor de graus de liber-
dade em relagdo a analise feita com enriquecimento uniforme. Observa-se que essa andlise
necessita de enriquecimento cibico em todos os nds da malha para alcangar a tolerancia
pré-especificada.

Além disso, os valores indicados junto as curvas do grifico da Fig. (6) referem-se ao
numero de condig@o para a andlise adaptativa com L = 2. Nota-se que a versdo adotada
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para o MEFG nesta andlise produziu valores considerados reduzidos para esse parame-
tro. A solugdo é, portanto, pouco afetada pelo condicionamento da matriz de rigidez do
problema.

5 CONCLUSOES

As técnicas adaptativas implementadas para este trabalho buscaram obter respostas
para problemas de modo que a precisao da solucao fosse compativel com a tolerancia pré-
especificada para o erro médio global a ela associado. Nesse sentido, as técnicas adapta-
tivas permitiram obter distribui¢des h (refinamento da malha de elementos finitos) e p (no
sentido de enriquecimentos ao longo do dominio) 6timas. Observou-se que esse critério,
aliado a rapidez de andlise proporcionada pelo estimador de erro utilizado, nao onerou o
custo computacional exigido para obter boas solucdes com o MEFG.

A técnica h-adaptativa mostrou-se eficaz, atendendo rapidamente o erro relativo pré-
especificado, no exemplo apresentado, que nao possui singularidades. Além disso, pode-
se, com a andlise h-adaptativa realizada, validar o estimador de erro como um bom indi-
cador das regides que necessitam de melhora da solugdo, fato fundamental em qualquer
procedimento adaptativo.

A técnica p-adaptativa também se mostrou eficaz para resolver problemas mediante
enriquecimentos polinomiais que visam melhorar a solu¢cdo em regides especificas do do-
minio. Como esperado, ela €, particularmente, mais vélida na solu¢c@o de problemas que
apresentam solucdo suave, como € o caso do exemplo apresentado. Pdde-se ainda com-
parar com o ultimo exemplo os diferentes resultados gerados pelo MEFG e suas versdes
estdveis. Percebe-se claramente, pelos nimeros de condi¢do resultantes, a melhora na es-
tabilizacdo do método quando utilizado, em especial, o MEFG-ET.
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