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RESUMO

A teoria moderna de carteiras estabelece que a alocacdo 6tima de ativos € uma funcao da
média-variancia da distribuicdo dos retornos. Na prética, estes retornos sdo modelados por
distribuicdes Gaussianas e seus parametros sédo estimados a partir dos dados histéricos do
mercado, por meio de técnicas descritivas da estatistica frequentista. Entretanto, a dindmica
atual dos mercados globalizados gera periodos aleatérios de alta e baixa volatilidade e/ou
saltos nos retornos dos ativos, provocando mudancas de regime ou quebras estruturais na
série temporal dos retornos, tornando-os ndao Gaussianos. Para lidar com o problema das
mudancas de regime, propde-se substituir o mecanismo de otimiza¢@o baseado no indice de
Sharpe pela otimizagdo baseada na medida Omega. Isto porque a medida Omega tem a
vantagem de quantificar o risco-retorno de qualquer distribuicdo de probabilidade, ndo se
restringindo a média-varidncia como acontece com o indice de Sharpe, dessa forma, a medida
Omega trata naturalmente as distribuicbes de retornos ndo Gaussianos provocados pelas
mudancas de regime. Para lidar com o problema das quebras estruturais, propde-se substituir
o procedimento de estimacgéo dos pardmetros da distribuicdo dos retornos, que se baseia em
técnicas da estatistica frequentista por técnicas da estatistica Bayesiana. A estatistica
Bayesiana, tem a vantagem de combinar as informac¢des publicas do mercado (dados
historicos dos retornos) com informac6es privadas do investidor (visbes prospectivas do
mercado) permitindo corrigir a quebra estrutural e, na sequéncia, tratar o retorno néo
Gaussiano, usando a otimizag&o baseada na medida Omega.

PALAVRAS-CHAVE: Teoria Moderna de Carteiras, Alocacdo de Ativos, Medida Omega,
Estatistica Frequentista, Estatistica Bayesiana, Mudancas de Regime, Quebras Estruturais.



ABSTRACT

Modern portfolio theory establishes that the optimal asset allocation is a function of the mean-
variance of the distribution of returns. In practice, these returns are modeled by Gaussian
distributions and their parameters are estimated from historical market data, using descriptive
techniques of frequentist statistics. However, the current dynamics of globalized markets
generates random periods of high and low volatility and/or jumps in asset returns, causing
regime shifts or structural breaks in the time series of returns, making them non-Gaussian. To
address the problem of regime shifts, it is proposed to replace the optimization mechanism
based on the Sharpe index by the optimization based on the Omega measure. This is because
the Omega measure has the advantage of quantifying the risk-return of any probability
distribution, not being restricted to the mean and variance as is the case with the Sharpe index.
Thus, the Omega measure naturally handles distributions of non-Gaussian returns caused by
regime shifts. To address the problem of structural breaks, it is proposed to replace the
parameter estimation procedure of the distribution of returns, which is based on frequentist
statistics techniques by Bayesian statistics techniques. Bayesian statistics has the advantage
of combining public information of the market (historical return data) with private investor
information (prospective market views) allowing to correct the structural break and, in
sequence, to treat the non-Gaussian returns, using the optimization based on Omega
measure.

KEYWORDS: Modern Portfolio Theory, Asset Allocation, Omega Measure, Frequentist
Statistics, Bayesian Statistics, Regime Shifts, Structural Breaks.



1. INTRODUCAO

A maneira mais tradicional de alocar ativos em uma carteira é por meio da aplicacéo da teoria
moderna de carteiras, proposta por Markowitz (1952), que estabelece que as decisdes de
alocagédo de ativos devem ser tomadas baseadas no binGmio risco-retorno, medidos pela
média e variancia das distribuicdes de retornos, respectivamente. Cabe ressaltar que
Markowitz ndo fez nenhuma suposicédo sobre um formato especifico que a distribuicdo de
probabilidade dos retornos deveria ter, apenas, considerou seus dois primeiros momentos.
Assim, na prética, a distribuicdo Gaussiana ou distribuicdo Normal (definida pela média-
variancia) € por exceléncia a distribuicdo padrdo da teoria moderna de carteiras. Para
selecionar a carteira 6tima é necessario maximizar o indice de Sharpe (SHARPE, 1966), o
qgual depende dos pardmetros da média e variancia das distribuicdes de retorno dos ativos,
gue definidos assim, assumem a premissa de que eles seguem uma distribuicdo Gaussiana.
No entanto, as séries historicas de retornos frequentemente ndo seguem uma distribuicdo
Gaussiana, resultando em alocacdes inadequadas e pouco intuitivas (JOBSON; KORKIE,
1981; MICHAUD, 1989).

Existem, pelo menos, duas hipoteses que podem explicar a natureza ndo Gaussiana das
séries temporais dos retornos: (i) a primeira hipdtese é de que as séries temporais dos
retornos sofrem mudancas de regime (ou estados) que se repetem recorrentemente ao longo
do tempo. Assim, os parametros da distribuicdo dos retornos, variam, geralmente, entre um
namero finito de estados, tipicamente de dois a quatro (SONG, 2014). Entretanto, foi
observado que a volatilidade é maior nos regimes de retorno negativo do que nos regimes
positivos (CHU; SANTONI; LIU, 1996), em outras palavras, existe uma nao linearidade entre
a média-variancia, provocando uma assimetria na distribuicdo dos retornos, o que explicaria
a natureza ndo Gaussiana. Estas mudancgas de regime séo produzidas, por exemplo, por
crises financeiras, recessfes econdmicas, hiperinflagdo, mudangas nas politicas fiscais, etc.
(i) A segunda hipétese é de que as séries temporais dos retornos sofrem quebras estruturais
permanentes e ndo recorrentes ao longo do tempo. Assim, os parametros da distribuicdo dos
retornos, variam, de forma imprevisivel, entre infinitos estados, provocando uma relacdo de
média-variancia do tipo estocastico, o que explicaria também a natureza ndo Gaussiana das
séries temporais dos retornos. Estas quebras estruturais sédo produzidas por eventos de longa
duragdo, como, por exemplo: mudancas climéticas, descoberta de novas tecnologias,

disputas geopoliticas, novas tendéncias sociais, etc.

Para lidar com o problema das mudancas de regime, propfe-se a substituicdo do mecanismo
de otimizacdo classica baseada no indice de Sharpe (SHARPE, 1966), pela otimizacéo
baseada na medida Omega. A medida Omega, inicialmente proposta por Keating e Shadwick

(2002), quantifica o risco-retorno de qualquer distribuicdo de probabilidade, ndo se



restringindo apenas a média-variancia, como acontece com o indice de Sharpe, ou seja, a
medida Omega é uma medida universal de quantificacio de risco-retorno que permite a
otimizacdo de carteiras formadas por ativos de qualquer natureza probabilistica.

Para lidar com o problema das quebras estruturais, propde-se a substituicdo do procedimento
de estimacgdo dos parametros da distribui¢cdo dos retornos, baseada em técnicas da estatistica
Frequentista, por técnicas da estatistica Bayesiana; a qual tem a vantagem de combinar as
informacBes publicas do mercado (dados historicos dos retornos) com as informactes
privadas do investidor (visbes prospectivas do mercado), permitindo corrigir as quebras
estruturais dos retornos, inserindo as expectativas futuras do mercado sob a 6ética do
investidor. Esta combinacao de informacdes é realizada aplicando o teorema de Bayes, onde,
a distribuicdo a priori dos parédmetros da distribuicdo dos retornos € construida baseada nos
dados historicos do mercado, e, na sequéncia, € construida uma distribuicdo de
verossimilhanga, baseada nas expectativas prospectivas do mercado, sob a o6tica do
investidor. Assim, ao aplicar o teorema de Bayes, obtém-se como resultado uma distribuicdo
a posteriori dos parametros da distribuicdo dos retornos. A nova estimativa dos parametros
que emerge da distribuicdo, a posteriori, € a que sera utilizada no processo de otimizagéo de
carteiras. Portanto, a alocacdo de ativos com retornos ndo Gaussianos, provocados pelas
guebras estruturais, realiza-se em duas etapas: primeiramente pelo mecanismo da inferéncia
Bayesiana e, em seguida, pelo mecanismo da otimizac&o baseada na medida Omega. Tanto
Doucet et al.(2000) como Robert e Casella (2004), apresentam maiores detalhes sobre a

estatistica Bayesiana.

A principal contribuicéo deste artigo é a proposta de uma metodologia integral de alocacéo de
ativos considerando carteiras com retornos nao Gaussianos provocados, tanto por mudancas

de regime, quanto por quebras estruturais nas séries temporais dos retornos.

O artigo esta organizado da seguinte maneira: Apés a introducéo, se apresenta uma revisao
da literatura académica relacionado ao tema desta pesquisa. Na secdo 3 € exposta a
metodologia; e na secdo 4 sdo realizados o0s experimentos numéricos. Finaliza-se com as

conclusoes finais.

2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

Existem na literatura alguns trabalhos que exploram a andlise de carteiras considerando
distribuicbes com retornos ndo Gaussianos provocados por mudangas de regime, como o
desenvolvido por Oliveira (2014), quem estudou a alocacdo de carteiras com mudangas de
regime através de duas perspectivas: a primeira considerando que a distribuicao conjunta dos

retornos sofre mudancas de regime, e a segunda considerando o modelo fatorial de Fama-



French-Carhart. Por sua vez, Lewin e Campani (2020), estudaram a gestdo de carteiras sob
multiplos regimes econdmicos para alocacdo de ativos sob uma funcdo de utilidade
estocastica diferencial. Esta fungcdo permitiu separar os principais parametros de risco do
investidor, identificando quatro regimes econdmicos para o Brasil.

Em relacdo ao problema de otimizagdo de carteiras com retornos nao Gaussianos provocados
por quebras estruturais, ndo foram encontradas referéncias bibliogréficas exatas em relacéo
ao tema, entretanto, existem diversos artigos, que serdo descritos a seguir, que utilizam o

teorema de Bayes na selecdo de carteiras.

Black e Litterman (1992), abordaram o problema de alocacdo de ativos sob uma otica
Bayesiana. Os autores constataram que a maior deficiéncia do modelo classico de média-
variancia ndo estava relacionada com o proprio modelo de alocacdo de ativos, e sim pelos
dados histéricos do mercado, que geravam estimativas ruidosas, em especial, o retorno
esperado. Para superar esta deficiéncia, os autores trataram o retorno esperado como uma
variavel aleat6ria e na sequéncia construiram uma distribuicdo a priori, baseada no modelo
de CAPM (Capital Asset Pricing Model), e uma distribuicdo de verossimilhanga, baseada na
visdo de mercado sob a 6ética do investidor, para, finalmente, aplicar o teorema de Bayes,
tendo como resultado a distribuicdo a posteriori. O novo valor esperado do retorno, que
emerge da distribuicdo a posteriori, é utilizado para substituir a estimativa anterior do retorno
esperado calculado com dados histéricos do mercado. Os resultados obtidos mostraram que
o0 modelo Bayesiano apresenta resultados (alocagfes) conservadores e intuitivos em relacdo

ao modelo classico de média-variancia.

Greyserman et al. (2006), pesquisaram a selecao de carteiras utilizando a previsdo Bayesiana
da distribuicdo dos retornos. Para isto, foram deduzidas e implementadas novas distribuicbes
a priori, tanto para média, quanto para a matriz de variancia-covariancia dos retornos. Foram
realizadas comparacdes entre esta abordagem e a metodologia classica utilizando 25 anos
de dados histéricos sobre indices de acdes. Os autores mostraram que a metodologia
Bayesiana gera 1,5 pontos percentuais a mais por ano no desempenho adicional da carteira,

0 que é um resultado empirico bastante significativo.

Harvey et al. (2010), utilizaram a teoria Bayesiana para resolver dois problemas comuns da
teoria de alocacdo de ativos: a primeira para manipular elevados momentos da distribuicdo
dos retornos e a segunda para tratar da incerteza da estimacéo dos parametros da distribuicdo
dos retornos. Os autores mostram que a abordagem Bayesiana permite obter melhores

estimativas em comparacdo com a metodologia tradicional de Markowitz.

Bodnar et al. (2017), avaliaram carteiras de minima varidncia dentro de um contexto

Bayesiano. Para isto compararam distribuicbes a priori ndo informativas versus as



informativas, obtendo uma distribuicdo posterior do peso da carteira de minima variancia,

usando a média e a matriz de covariancia.

Zhao et al. (2019), mencionam que o modelo tradicional de Markowitz subestima o risco da
carteira, obtendo alocacdes sub Otimas, portanto, os autores propdem dois modelos de
selecdo de carteiras para modificar os parametros e melhorar o rendimento da carteira desde
uma abordagem Bayesiana. Estes modelos sdo Bayesian - GARCH e Bayesian Markov
Regime Switching - GARCH sendo avaliados no mercado de valores de China, obtendo como
resultado que ambos 0s modelos podem minimizar o problema de sobre-estimacéo

(overfitting) e obtendo carteiras de autofinanciamento.

Bauder et al. (2021), resolvem o problema da escolha étima do carteira quando os parametros
da distribuicdo dos retornos dos ativos sdo desconhecidos e estimados usando dados
historicos. Utilizando distribui¢cfes futuras dos retornos dos ativos dada a amostra observavel
0s autores obtém alocagBes Otimas e a fronteira eficiente Bayesiana supera a fronteira

eficiente da amostra.

3. METODOLOGIA

3.1. Otimizagao de carteiras com retornos ndo Gaussianos provocados por mudancgas

de regime

O caso mais elementar de mudancas de regime (ou estados), € o caso de uma série temporal
de retornos, com periodos de alta e baixa volatilidade (dois regimes), que apresentam como
fato estilizado, que a volatilidade é maior nos regimes de retorno negativo do que nos regimes
positivos (CHU; SANTONI; LIU, 1996). Este comportamento, introduz na relacdo media-
variancia uma relacdo assimétrica, gerando uma distribuicdo de retornos nao Gaussianos.
Empiricamente, isto pode ser constatado na série histérica dos retornos das acdes (FAMA,
1965; SARANYA; PRASANNA, 2014). Entretanto, em séries historicas de criptomoedas, que
representam uma nova categoria de ativos de renda variavel, os retornos apresentam
distribuicdes acentuadamente ndo Gaussianas. 1sso ocorre devido a alta volatilidade desses
ativos e aos saltos observados na série temporal de seus retornos, conforme demonstrado
em Castro et al. (2020).

A aplicacdo da metodologia classica de Markowitz em carteiras com retornos ndo Gaussianos
leva a uma subestimacao do risco, pois a distribuicdo Gaussiana ndo é capaz de capturar as
caudas pesadas caracteristicas dos retornos ndo Gaussianos. Em outras palavras, os
investidores estdo assumindo um risco maior do que o indicado, enquanto a metodologia de
Markowitz resulta em uma estimativa de risco menor. Para corrigir esta distor¢cédo, propde-se

alterar duas premissas da metodologia tradicional de Markowitz. A primeira, consiste na



flexibilizagdo da premissa dos retornos com distribuicdo Gaussiana para retornos de qualquer
natureza probabilistica. A segunda envolve o uso da medida de desempenho Omega, em vez
do indice de Sharpe. Essas modifica¢cdes visam uma captura melhor da realidade dos retornos
ndo Gaussianos e fornecer uma avaliacdo mais precisa do desempenho e do risco das

carteiras.

A medida Omega, proposta por Keating e Shadwick (2002), ¢ uma medida de desempenho
que leva em consideracao todos os momentos da distribuicdo dos retornos, em contraste com
o indice de Sharpe, que se baseia apenas na média e na variancia. Essa caracteristica faz da
medida Omega uma medida de desempenho universal, aplicavel a qualquer carteira,
independentemente da suposicdo adotada na modelagem probabilistica dos retornos dos
ativos. Ao considerar uma gama mais ampla de informagdes sobre a distribuigdo dos retornos,
a medida Omega oferece uma avaliagéo mais abrangente do desempenho e do risco de uma

carteira.

A seguir, apresenta-se a equacao (1) da medida Omega:

be[l - F(rp)]dx

L) = fi F(r,)dx

(1)

Onde:

Q(L): medida Omega de desempenho da carteira

L: retorno minimo esperado da carteira

F(r,): funcéo de distribuicdo acumulada dos retornos 7, da carteira.

(a, b): dominio do retorno 7, da carteira, no caso mais geral, (a,b) = (—, ).

Kazemi et al. (2004), desenvolveram uma formula alternativa da medida de desempenho

Omega, expressa pela equacéo (2):

E[max(rp —L; 0)]
E[max(L — Tp; O)]

QL) = 2

Sendo:
E[ - ]: operador de valor esperado.
max(-): operador maximo.

Na equacéo (2), o numerador é o valor esperado do excesso de ganho (r,— L) condicional a

resultados positivos, ou seja, € o ganho esperado da carteira. E 0 denominador é o valor



esperado da perda (L — rp) condicional a resultados negativos, isto €, a perda esperada da
carteira. Portanto, funciona como uma medida de desempenho, ao relacionar um retorno ou

ganho esperado, com 0 seu respectivo risco ou perda esperada.

As equacbes (1) e (2) sdo equivalentes, e podem ser aplicadas a qualquer carteira com
retornos de qualquer natureza probabilisticas. Porém, para carteiras com retornos Gaussianos

1,~N(up, 0p), a medida Omega se expressa segundo a equacdo (3), como mostrado em

Huarsaya et al. (2022).

o (t257) + (=)o (27)
Op Op Op

o)+ (o) o (257)

L) = ®3)

Sendo:
¢(-): afuncdo de densidade N(0,1)
®(-): afuncéo de distribuicdo N(0,1)

A equacdo (3), permite avaliar o desempenho de qualquer carteira localizada na fronteira
eficiente, entretanto, para encontrar uma carteira em particular, precisa-se maximizar Q(L) em

funcdo de u,, ou seja:

o [ ol (el
o) B o)

A equagédo (4), pode ser simplificada para a expressdo apresentada pela equacéo (5). Os

rrlltgx{ﬂ(L)} = (4)

detalhes dessa derivagéo se apresentam em Huarsaya et al. (2022).

_ 0 (mp—L
II}‘?X{Q(L)} - Oy < Op > ©

Por compatibilidade com a metodologia tradicional de Markowitz, o parametro do retorno

minimo da carteira L, da medida Omega, deve ser igual ao retorno do ativo livre de risco TF,

ou seja, L = ¢, logo, a equacao (5), pode ser reescrita como:

_ 0 [y
nﬁl‘ix{ﬂ(ll)} - Oy < Op > ©

A expresséao (””Ul) da equacao (6), é o indice de Sharpe ($,), ou seja:
14



l’rlllE;X{Q (L)} = H;IL';\X{Sp} (7

Com base nesta igualdade, conclui-se que, a carteira otima (uy, o,,) selecionada pela medida
de desempenho Omega é a mesma carteira selecionada pela medida de desempenho do
indice de Sharpe, ou seja, em condi¢Ges de retornos Gaussianos, igualando L = ¢, o indice
de Sharpe e a medida Omega fornecem o mesmo resultado. No entanto, em condi¢des de
retornos nao Gaussianas, os dois indices fornecerdo resultados distintos. Nesses casos, a

medida Omega é mais abrangente e adequada, pois leva em consideracdo todos 0s

momentos da distribuicdo dos retornos.

Com base nesse resultado tedrico, é possivel estender a metodologia tradicional para um
caso mais geral, realizando duas alteracdes. A primeira alteracdo envolve flexibilizar a
suposicao de retornos Gaussianos para permitir retornos de qualquer natureza probabilistica.
A segunda alteracdo consiste em substituir a medida de desempenho da carteira, do indice
de Sharpe para a medida Omega. Com estas duas alteracdes tem-se uma metodologia
genérica para a otimizacdo de carteiras com retornos ndao Gaussianos, que podem ser

provocados por mudancas de regime.

3.2. Otimizagdo de carteiras com retornos ndo Gaussianos provocados por quebras

estruturais

As quebras estruturais na série temporal dos retornos sdo causadas por eventos que alteram
a natureza da série, levando-a a transitar entre um namero infinito de estados possiveis de
forma imprevisivel e ndo recorrente ao longo do tempo. Em outras palavras, essas quebras
introduzem um comportamento estocastico na relacdo média-variancia, resultando em uma
série temporal de retornos ndo Gaussianos. Essas mudangas estruturais sdo responsaveis

por desvios significativos em relagdo as suposic¢des tradicionais da distribuicdo Gaussiana.

Para lidar com esta situacdo, propde-se a substituicdo do procedimento de estimacdo dos
parametros da distribuicdo dos retornos, baseado em técnicas da estatistica Frequentista por
técnicas da estatistica Bayesiana. Isto porque a estatistica Bayesiana, tem a vantagem de
combinar as informagfes publicas do mercado (dados historicos dos retornos) com
informacdes privadas do investidor (visbes prospectivas do mercado) permitindo corrigir a
quebra estrutural. Nota-se que o teorema de Bayes ndo sera aplicado diretamente nos dados
da série temporal dos retornos, e sim nos parametros da distribuicdo dos retornos. Por esta
razdo, a correcdo das quebras estruturais sera realizada em duas etapas: (i) na primeira etapa
sera aplicado a inferéncia Bayesiana dos parametros da distribuicdo dos retornos, e (ii) na

segunda etapa sera aplicada a transformacédo de Mahalanobis da série temporal dos retornos,



corrigindo os dados originais refletidas pela distribuicdo a priori para um novo conjunto de
dados que refletirdo a nova distribuicAo a posteriori gerada pelo teorema de Bayes.
Finalmente a nova série temporal corrigida serd utilizada pelo mecanismo de otimizacao

baseado na medida Omega.
3.2.1. Inferéncia Bayesiana dos parametros da distribui¢cdo dos retornos

A teoria moderna de carteiras realiza a alocacdo 6tima dos ativos em funcdo da média-
variancia da distribuicdo dos retornos. Na prética, estes parametros u e X sédo estimados a
partir dos dados historicos do mercado, utilizando técnicas descritivas da estatistica
Frequentista. Estes dados histéricos podem ser especificados por uma matriz X de “m” linhas

e “n” colunas, como mostrada na equacao (8).

1 T2 - Tn X1
21 T2 0 Ton| _ | X2
Tmn Xm

"m1 Tm2

(8)

Onde “n” representa o numero de variaveis aleatorias {ry,r,, -, 1,} dos ativos da carteira, e
“m” representa o numero de observacdes de retornos do mercado, desta forma, o dado r;;

representa a observagao “i” da variavel aleatéria “j” e o vetor linha x; representa a linha i da

matriz X.

Neste contexto, a estatistica Frequentista estima os parametros u e X da distribuicdo dos

retornos através das equacdes (9) e (10).

ix? (©)

i=1

S|

=

1 m
5= m;m - i - (10)

Onde, fi e S representam as estatisticas amostrais dos parametros populacionais u e X. De
forma equivalente, estes parametros podem ser estimados pelas equacgbes (11) e (12)
(JOHNSON; WICHERN, 2007):

1
A=_XT1 11
= (11)
1 1
S = X7 (I——llT)X (12)
n—1 n

O procedimento de estimacdo dos parametros u e X realizado pela estatistica Frequentista

ndo permite tratar quebras estruturais dos retornos, devido a que suas férmulas dependem

10



exclusivamente dos dados historicos do mercado. Existem cendarios econémicos futuros, que
possuem uma expectativa de saltos iminentes no retorno de determinados ativos, para estes
casos, as estatistica fi e S, estimados pela estatistica Frequentista ndo serdo capazes de
capturar essas informac@es, devido ao fato de que o salto ainda ndo ocorreu e esse dado ndo

esta contemplado nos dados histéricos de retornos do mercado.

Em contraste, a estatistica Bayesiana estima os parametros u e X combinando as informacdes
publicas do mercado (dados histéricos dos retornos) com informacgdes privadas do investidor
(visBes prospectivas do mercado) permitindo, inserir informacdes no processo de estimacao
dos parametros, obtendo estatisticas mais precisas, permitindo ao investidor corrigir as
gquebras estruturais na série temporal dos retornos. Embora a estatistica Bayesiana possa ser
aplicada na estimacéo, tanto do parametro u quanto do pardmetro X, as quebras estruturais
afetam preferencialmente o parametro u, por esta razdo, a seguir sera realizada a inferéncia
Bayesiana, somente do parametro g, mantendo a estimativa do pardmetro £ com a mesmo

valor, S, calculado pela estatistica Frequentista.

Para isto, a estatistica Bayesiana constroi uma distribuigédo a priori u~N (f; TS), baseada nas
informacdes historicas dos retornos, e uma distribuicdo de verossimilhanca Pu~N(Q; Q),
baseada nas informacdes prospectivas do investidor, e através do teorema de Bayes € gerado
uma nova distribuicdo a posteriori u|Q~N(Ji; ), que combina probabilisticamente as duas
informacgBes anteriores. A distribuicdo a priori u~N(fK; S) € definida por uma distribuicao
Gaussiana com média fi, calculada pela equacgéo (11), e uma matriz de covariancia tS, onde
S é calculada pela equacéo (12), e T um fator de encolhimento da matriz de covariancia S.
Este fator tipicamente assume valores entre 0,01 e 0,05 (IDZOREK, 2007). A distribuicédo de
verossimilhanca Pu~N(Q; Q) é definida por uma distribuicdo Gaussiana com média Q e
covariancia Q. A matriz P que multiplica o pardmetro pu permite especificar as visdes
prospectivas do mercado sob a 6tica do investidor. Estas visdes permitem especificar as

quebras estruturais dos retornos na estrutura de ativos da carteira.

A seguir, serd mostrado um exemplo de como construir estas visdes prospectivas do

investidor, usando as equagdes (13) e (14).

8%
| 13%]
fi=|18%| (13)

25%
L30%]
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12% 6% —1% 3%  5%]

| 6% 20% —-1% 2% 4%)|
S=[-1% -1% 30% 5% —-1% (14)

3% 2% 5% 40% 6%

5% 4% —-1% 6% 50%
Esta carteira esta formada por cinco ativos, cujos retornos médios (calculados usando a
equacao 9) serdo denotados por {uq, Uz, U3, Us, U5}, COMponentes do vetor i da equacéo 13.
Suponha que o investidor possua trés visées de mercado, ou seja, trés eventuais quebras
estruturais. Estas quebras estruturais podem ser divididas em dois grupos: (i) Um primeiro
grupo formado por quebras estruturais descorrelacionadas, as quais serdo denominadas
como “visdes absolutas” do investidor e; (i) Um segundo grupo formado por quebras

estruturais correlacionadas, as quais serao denominadas “visdes relativas” do investidor.

A Tabela 1 mostra a especificacdo de trés visbes de mercado, das quais duas visdes sdo

absolutas e uma visao é relativa.

Tabela 1. Exemplo de visGes prospectivas do mercado

Visdo Absoluta = N(16%; 1%2)
Visdo Relativa Us — iy = N(1%; 1%32)
Visdo Absoluta us = N(15%; 1%32)

Na primeira visdo de mercado de tipo absoluta, o investidor tem a expectativa de que a média
do ativo 1, mude de um valor fixo de u; = 8% para um novo valor especificado por uma
distribuicdo Gaussiana com média de 16% e desvio padrdo de 1%, ou seja, u; ~N(16%; 1%?2).
Nota-se que esta distribuicdo ndo se refere a distribuicdo dos dados do ativo 1, e sim a
distribuicdo do parametro u,; do ativo 1. Além disso, nota-se, que esta visdo do investidor é

uma visao otimista porque a expectativa do investidor € um salto na rentabilidade do ativo 1.

Na segunda visdo de mercado de tipo relativa, o investidor tem a expectativa de que a
diferenca entre as médias do ativo 3 menos a média do ativo 2, seja uma distribuicdo
Gaussiana com média de 1% e desvio padrdo de 1%, ou seja, us — 1, = N(1%; 1%2). Nota-
se que esta visdo relativa se trata de uma quebra estrutural que impde uma correlacéo entre

os ativos 2 e 3, de tal forma que a diferenca de rentabilidades seja uma constante.

Na terceira visdo de mercado de tipo absoluta, o investidor tem a expectativa de que a média
do ativo 5, mude de um valor fixo de p; = 30% para um novo valor especificado por uma
distribuicdo Gaussiana com média de 15% e desvio padrédo de 1%, ou seja, us~N(15%; 1%?2).
Nota-se que esta visdo do investidor € uma visdo pessimista porque a expectativa do

investidor € uma queda na rentabilidade do ativo 5.
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ApO6s o investidor definir as suas visées de mercado, o préximo passo é preencher os
parametros da distribuicdo de verossimilhangca Pu~N(Q; Q). Para preencher a matriz P,

previamente pode-se montar uma tabela auxiliar, como a Tabela 2.

Tabela 2. Tabela auxiliar para o preenchimento da matriz P

P1 |) %] P4 Ds
1

-1 1

Cada linha da tabela auxiliar representa uma visao prospectiva do investidor. Por exemplo, a
primeira visdo do tipo absoluta é representada pelo nimero 1 embaixo da coluna p,, a
segunda visdo do tipo relativa é representada pelo numero -1 embaixo da coluna p, e pelo
namero 1 embaixo da coluna ps3, e a terceira visdo do tipo absoluta é representada pelo

nuamero 1 embaixo da coluna ps.

A Tabela 2, pode ser sintetizada pela matriz P da equacao (15)

P =

1
-1 1 ] (15)
1

Cabe sublinhar que a somatoria de cada linha da matriz deve ser “1” para o caso das visdes
absolutas e “0” para o caso das visdes relativas. Para preencher o vetor Q usam-se as
informac®es da Tabela 1, o vetor Q é formado pelas médias das visdes, assim:
16%
Q=| 1% (16)
15%
Finalmente, para preencher a matriz de covariancia Q, utilizam-se novamente as informagdes

da Tabela 1, a matriz de covariancia Q é formada pelas variancias das visbes, assim:

1%?2

Q= 1%?2

(17)

1%2]
Aplicando-se o teorema de Bayes € gerada uma nova distribuicio a posteriori u|Q~N (fL; S)
em funcdo da distribuicéo a priori u~N (@i; ©S) e a distribuicédo de verossimilhanca Pu~N(Q; Q).
Os parametros da distribuicdo a posteriori sdo calculados através das equacdes (18) e (19)
(IDZOREK, 2007).
§=[(zS)"*+PTQ1p]? (18)
f=S[()"'p+P"Q7'qQ] (19)

Substituindo os valores de S, fi, S, P, Q e Q na equacéo 19, com t = 0,025 (IDZOREK, 2007),

encontra-se a hova média i estimada pela estatistica Bayesiana.
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[ 9,37%]
|14,13%|
i =|16,75%
24,30%
122.129%

(20)

Nota-se que a estimacdo do parametro u, realizado pela estatistica Frequentista i (u1=8%,
H2=13%, us=18%, us=25%, s=30%) resulta em valores diferentes aos obtidos pela estatistica
Bayesiana fi (equacéo 20).

Aplicando o modelo classico de Markowitz, a Tabela 3 mostra os pesos obtidos dos 5 ativos
que compBem a carteira Otima (carteira tangente entre a fronteira eficiente e a linha de
mercado de capitais), considerando um ativo livre de risco r; = 5%. Ao usar 0s parametros
estimados pela estatistica Frequentista a carteira 6tima resulta na distribuicdo Gaussiana
N(u;;, af;z) = N(23,8%; 36,74%?2), e, no caso de usar os parametros estimados pela estatistica

Bayesiana, a carteira 6tima € uma nova distribuicdo Gaussiana N(19,2%; 32,1%2).

Tabela 3. Pesos W(i) dos 5 ativos nas carteiras 6timas

Estatistica Frequentista Estatistica Bayesiana
w(1) -12,35% -0,46%
wW(2) 24,61% 27,77%
W(3) 28,06% 25,38%
Ww(4) 27,21% 27,46%
W (5) 32,46% 19,84%

3.2.2.Transformagao de Mahalanobis da série temporal dos retornos

Na etapa anterior, foi aplicada a inferéncia Bayesiana para corrigir as quebras estruturais a
nivel dos parametros da distribuicdo dos retornos. Nesta etapa serdo corrigidas as quebras
estruturais a nivel dos dados dos retornos, ou seja, a série temporal original dos retornos,
representada pela distribuicdo a priori N(g@; §), sera corrigido através da transformacédo de

Mahalanobis, para refletir a distribuicdo a posteriori N (iL; S + S) obtida pelo teorema de Bayes.

Esta transformacdo pode ser realizada através de dois passos: (i) no primeiro passo €
realizada a transformacao de dados, da distribuicdo N (fi; S) para a distribuicdo N(0; I), sendo
I uma matriz unitaria que possui a mesma dimensao que a matriz S, esta transformacéo de
dados é conhecida como a transformacao de Mahalanobis, a qual é definida pela equacéo
(21) (HARDLE; SIMAR, 2019):

y=5"2(x- (21)

onde y , representa uma nova variavel aleatéria com distribuicdo y~N(0, I), e (ii) no segundo
passo é realizada uma transformacédo de dados da distribuicdo N(0;I) para a distribuicao

N(fi; S + S). Esta transformac&o ¢ definida pela equacéo (22).
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x|y = (S+§)1/zy+ﬁ (22)

O novo conjunto de dados definido pela equacéo (22) € a nova série temporal dos retornos
corrigida das quebras estruturais.

3.2.3. Diagrama esquematico operacional

Na Figura 1, mostra-se o diagrama esquematico das etapas operacionais no processo de

otimizacao de carteiras com retornos ndo Gaussianos provocados por quebras estruturais.

©) @ @
Distribuicdo a Estimacdo Dados
riofi « frequentista N histdricos
P _ de parametros
u~N(f; tS8) N (@ ) do mercado
A4
® @ @
Distribuicdo a . NO\_/a Transformagao Otlml'za(;ao de
osteriori ,| estimativa de J dos dados ,| carteira coma
|pQ N(N-f) parametros histéricos medida
# ”' N@S+S) Omega
® @
dl?als\;ttle'lrzzsi;;?- VisGes Alocacdo de
Ihanca ) prospectivas atiflos
¢ do Investidor
Pu~N(Q; 2)

Figura 1. Sequéncia de etapas no processo de otimizagdo da carteira

A Etapa 1, consiste na coleta dos dados historicos do mercado, o resultado desta etapa sera
a matriz X da equacgéo (8).

A Etapa 2, consiste na estimativa dos parametros fi e S calculada pelas equacdes (11) e (12).
Esta estimativa é realizada pela metodologia da estatistica Frequentista, o resultado desta

etapa sera uma distribuicado Gaussiana dos dados, em formato analitico N (f; S).

A Etapa 3, consiste na construgéo da distribui¢@o a priori do parametro u~N (@; TS) em funcéo

das estatisticas i e S calculadas previamente na Etapa 2.

A Etapa 4, consiste na especificacdo das visGes prospectivas de mercado sob a 6tica do
investidor, ou seja, a especificacdo das quebras estruturais dos retornos (ilustrado com um

exemplo na Tabela 1).
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A Etapa 5, consiste na construgdo da distribui¢cdo de verossimilhanca Pu~N(Q; ) em funcao
das visbes prospectivas do mercado do investidor da Etapa 4, as matrizes P, Q e Q devem

ser preenchidas de acordo com a metodologia exposta na se¢ao 3.2.1.

A Etapa 6, consiste na aplicacdo do teorema de Bayes para gerar a distribuicdo a posteriori
do parametro u|Q~N(f;S) em funcdo da distribuicdo a priori e da distribuicio de

verossimilhanca das Etapas 3 e 5 respectivamente.

A Etapa 7, consiste na atualizacdo do parametro u, substituindo a estatistica fi, calculada pela
estatistica Frequentista, pela estatistica i, calculada pela estatistica Bayesiana. Nota-se que
o resultado desta etapa € uma distribuicio Gaussiana N(fi; S + S), expressa num formato

analitico.

A Etapa 8, consiste em transformar a série temporal dos retornos (dados histéricos do
mercado) da distribuicdo N (fi; S) para a distribuicdo N(jL; S + S). O resultado desta etapa sera

uma nova série temporal dos retornos corrigida das quebras estruturais.

A Etapa 9, consiste na otimizac&o da carteira utilizando a medida Omega. O resultado desta

etapa é a carteira otimizada representado pelas fra¢cdes 6timas de investimento em cada ativo.

Finalmente, a Etapa 10, consiste na alocacdo de ativos, ou seja, na alocacdo de recursos

financeiros na carteira otimizada.

4. EXPERIMENTOS NUMERICOS
4.1. Selecdo de carteiras para 0os experimentos numéricos

A maneira de ilustracdo da metodologia, foram construidas quatro carteiras formadas por
acoes e criptomoedas. Entre as a¢bes foram selecionadas cinco empresas lideres do indice
Dow Jones: Apple (AAPL), Pfizer (PFE), JPMorgan Chase (JPM), Verizon (VZ) e Coca-Cola
(KO). Entre as criptomoedas foram selecionadas as trés de maior valor de mercado: Bitcoin
(BTC), Ethereum (ETH) e Ripple (XRP). Os precos das acbes foram extraidos do site
https://finance.yahoo.com e das criptomoedas do site https://coinmarketcap.com, sendo o
periodo de analise compreendido no intervalo entre 01/09/2017 e 30/04/2023. Esta selegdo
de acOes e criptomoedas basicamente é para fins ilustrativos, o investidor na pratica podera
selecionar previamente um universo de possiveis ativos a investir, em funcdo das suas

preferéncias e expectativas de risco-retorno.

Na Tabela 4, mostra-se a composi¢cdo das quatro carteiras para andlise: a carteira C5 €
formado por 5 a¢des, a carteira C6 é formada por 5 acdes e o BTC, e as carteiras C7 e C8,

sao acrescentadas respectivamente ETH e XRP.
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Tabela 4. Composicao das quatro carteiras para analise

AAPL PFE JPM VZ KO BTC ETH XRP
Carteira C5 v v v v v
Carteira C6 v v v v v v
Carteira C7 v v v v v v v
Carteira C8 v v v v v v v v

A seguir, a Tabela 5 mostra as principais estatisticas dos retornos mensais dos ativos, a

Tabela 6, mostra a matriz de correlacao dos retornos mensais dos ativos, e a Tabela 7 mostra

a matriz de covariancia dos retornos mensais dos ativos.

Tabela 5. Principais estatisticas dos retornos mensais

AAPL PFE JPM vz KO BTC ETH XRP
Média 1,48% 0,21% 0,34% -0,27% 0,58%  1,95% 1,16% 1,08%
Desvio-padrao 9,44% 7,08% 7,67% 4,95% 5,48% 22,20% 29,42%  43,69%
Valor Minimo -21,86% -14,91% -29,99% -12,88% -23,41% -46,22% -78,85% -102,53%
Valor Maximo 19,85% 20,80% 16,20% 10,39% 12,41% 46,19% 58,80% 219,69%
Assimetria -0,4109 0,4260 -0,9238 -0,5052 -1,4447 -0,0703 -0,1333 2,0644
Curtose 2,54 3,53 5,73 3,05 7,47 2,49 2,77 12,04
Jarque-Bera Test 2,51 2,84 30,77 2,90 80,22 0,78 0,35 279,86
Tabela 6. Matriz de correlagbes dos retornos mensais
AAPL PFE JPM VZ KO BTC ETH XRP
APPL 100,00% 28,14% 42,57% 12,43% 29,96% 36,17% 33,71% 10,85%
PFE 28,14% 100,00% 31,01% 37,47% 31,90% 7,92% 16,41% 19,47%
JPM 42,57% 31,01% 100,00% 35,51% 50,59% 31,45% 30,71% 10,68%
\/4 12,43% 37,47% 35,51% 100,00% 46,73% 1,82% -2,80% 6,56%
KO 29,96% 31,90% 50,59% 46,73% 100,00% 18,98% 16,03% 1,65%
BTC 36,17% 7,92% 31,45% 1,82% 18,98% 100,00% 74,78% 46,86%
ETH 33,71% 16,41% 30,71% -2,80% 16,03% 74,78% 100,00% 57,17%
XRP 10,85% 19,47% 10,68% 6,56% 1,65% 46,86% 57,17% 100,00%
Tabela 7. Matriz de variéncia- covariancia dos retornos mensais
AAPL PFE JPM \V4 KO BTC ETH XRP
APPL  0,879%  0,185% 0,304% 0,057% 0,153%  0,747% 0,923% 0,441%
PFE  0,185%  0,494% 0,166% 0,129% 0,122% 0,123% 0,337% 0,593%
JPM 0,304%  0,166% 0,580% 0,133%  0,210%  0,528% 0,683% 0,353%
vZ 0,057% 0,129% 0,133% 0,241% 0,125%  0,020% -0,040% 0,140%
KO 0,153% 0,122% 0,210%  0,125% 0,296%  0,228% 0,255% 0,039%
BTC 0,747%  0,123% 0,528% 0,020% 0,228%  4,857% 4,813% 4,478%
ETH 0,923%  0,337% 0,683% -0,040% 0,255%  4,813% 8,531% 7,241%
XRP  0,441%  0,593% 0,353% 0,140% 0,039% 4,478% 7,241%  18,804%
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Na Tabela 5, ressalta-se que os valores da média, desvio padrdo, valores minimos e maximos,
SA0 muito mais expressivos nas criptomoedas do que nas acdes tradicionais. Em relacdo ao
teste de normalidade de Jarque e Bera (1980), enquanto mais proximo de zero indicaria maior
aproximacdo a uma distribuicAo gaussiana, apreciando-se que no periodo da andlise,
algumas acbes e criptomoedas claramente ndo apresentam distribuicbes de retornos
Gaussianos, com maior énfase na criptomoeda do Ripple (XRP). Por outro lado, na Tabela 6,
ndo se aprecia que haja uma forte correlacdo entre acbes e criptomoedas, entretanto, as
criptomoedas séao fortemente correlacionadas. A matriz de variancia-covariancia da Tabela 7

representa a estimativa do parametro X, calculado segundo a equacéao (10).

4.2. Experimentos em carteiras com retornos ndo Gaussianos provocados por

mudancas de regime

Nestes experimentos foram considerados dois cenarios para os dados historicos do mercado:
(i) no primeiro cenario, assume-se que os dados histéricos do mercado ndo possuem
mudancas de regime, assim, a otimizacao da carteira foi realizada pela metodologia classica
Markowitz e; (i) no segundo cenario, assume-se que os dados histéricos do mercado
possuem mudancas de regime, assim, a otimizacdo da carteira foi realizada pela medida

Omega, como exposto na secéo 3.1.

Nota-se que a metodologia de Markowitz utiliza os parametros (média-variancia) da estatistica
Frequentista, e a metodologia de Omega utiliza a distribuicio numérica dos dados, ou seja, a
metodologia Omega utiliza o formato real da distribuicio dos dados. Para ambas
metodologias foi definido L =, = 0,21% ao més, o qual, € uma proxy da taxa mensal de
retorno de um papel do tesouro americano. A seguir, nas Tabelas 8 e 9, apresentam-se os

resultados obtidos da alocacéo de ativos (pesos) por ambas as metodologias.

Tabela 8. Alocagéo de ativos realizadas pela metodologia de Markowitz

AAPL PFE JPM VZ KO BTC ETH XRP
CarteiraC5  72,31% 0,00% 0,00% 0,00%  27,69%
CarteiraCé  66,87% 0,00% 0,00% 0,00%  25,12% 8,01%
CarteiraC7  66,87% 0,00% 0,00% 0,00%  25,12% 8,01% 0,00%
CarteiraC8  66,87% 0,00% 0,00% 0,00%  25,12% 8,01% 0,00% 0,00%

Tabela 9. Alocagéo de ativos realizada pela metodologia Omega

AAPL PFE JPM VZ KO BTC ETH XRP
CarteiraC5  62,28% 0,11% 0,12% 0,07%  37,42%
CarteiraCé  51,59% 0,10% 0,11% 0,06%  39,87% 8,27%
CarteiraC7  51,25% 0,51% 0,55% 0,32%  39,04% 8,09% 0,23%
CarteiraC8  51,61% 0,10% 0,11% 0,06%  39,85% 8,18% 0,05% 0,04%
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Interessante observar que a metodologia de Markowitz concentra a carteira nos ativos na
Apple (AAPL), Coca-Cola (KO) e Bitcoin (BTC), entretanto, a metodologia de Omega
diversifica a carteira entre todos os ativos. A explicacéo para isso, € que a metodologia Omega
considera o formato real da distribuicdo dos retornos, enquanto que a metodologia de
Markowitz considera apenas os dois primeiros momentos da distribuicdo dos retornos (média

e matriz de variancia-covariancia).

A Tabela 10 mostra as estatisticas da meédia u,, desvio padrdo g, e a medida de risco

CVaR(5%) (Conditional Value at Risk) da carteira 6tima do investidor, em cada caso.

Tabela 10. Estatisticas de risco-retorno das carteiras 6timas: Markowitz vs Omega

Markowitz Uy o CVaR Omega Hy o CVaR_H
CarteiraC5 1,23% 7,43% 14,09% Carteira C5 1,14% 6,79% 14,23%
CarteiraC6 1,29% 7,69% 14,58% Carteira C6 1,15% 6,81% 14,74%
CarteiraC7 1,29% 7,69% 14,58% Carteira C7 1,14% 6,80% 14,73%
CarteiraC8 1,29% 7,69% 14,58% Carteira C8 1,15% 6,81% 14,74%

Nos resultados da Tabela 3, o CVaR, para o caso da metodologia de Markowitz foi calculado

pela equagéo (23).
0,
CVaRa(rg) = lig — ;ggo[(b_l(a)] (23)

Onde a representa o percentil de corte, ¢ representa a funcdo de densidade da distribuicdo
Gaussiana N(0,1), @1 representa a funcdo inversa da distribuicido Gaussiana N(0,1) e

(ug,04) representa a media e o desvio padréo da carteira 6tima do investidor.

No caso da metodologia de Omega, calculou-se o CVaR_H, proveniente dos dados histéricos
dos retornos, ou seja, as amostras da distribuicdo empirica de retornos da carteira, foram
ordenadas de menor a maior e na sequencia foi extraida a amostra que representa o percentil

5% dos dados, e calculou-se a sua média ponderada.

Na Tabela 10, nota-se que as médias e os desvios padrdes das carteiras calculados pela
metodologia de Markowitz tendem em geral a serem a maiores que 0s obtidos pela
metodologia Omega, entretanto, o CVaR das carteias calculadas pela metodologia de
Markowitz sdo em todos 0s casos menores que o CVaR_H das carteiras calculadas pela

metodologia Omega, exibido graficamente na Figura 2.
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Figura 2. Comparacéo do risco das carteiras com o CVaR

Este resultado mostra que a metodologia Omega, calcula um risco maior para a carteira que
a metodologia de Markowitz, ou seja, a metodologia de Markowitz subestimaria o risco da

carteira podendo levar ao investidor a decisdes deficientes.

4.3. Experimentos em carteiras com retornos ndo Gaussianos provocados por quebras

estruturais
4.3.1. Aplicagéo da etapa dainferéncia Bayesiana

O experimento numérico desta etapa consiste em corrigir a quebra estrutural a nivel dos
parametros da distribuigdo dos retornos. Para isto, foram comparadas as carteiras otimizadas,
baseadas nos parametros da distribuicdo estimados pela estatistica Frequentista versus a
estatistica Bayesiana (conectando a saida da Etapa 7 a entrada da Etapa 9). Nota-se que
ambas as configuragdes encontram-se em um ambiente Gaussiano, consequentemente, as
carteiras serdo comparadas utilizando a metodologia tradicional de Markowitz com a diferenca
de que na primeira configuracao, o parametro u da distribuicdo dos retornos sera a estatistica
[ estimada pela estatistica Frequentista, enquanto na segunda configuracdo, o parametro u
sera a estatistica fi estimada pela estatistica Bayesiana. A diferenca entre a estatistica fi e i
€ que a primeira leva em consideracao apenas os dados histéricos dos retornos do mercado,

engquanto a segunda leva em consideragéo, além dos dados historicos dos retornos mercado,
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as visdes prospectivas do mercado sob a 6tica do investidor e, estas visdes prospectivas do
mercado permitem inserir no processo de estimagdo do parametro u as informacdes de

quebras estruturais dos retornos dos ativos da carteira.

Na Tabela 11, mostra-se as especificacdes de trés visdes de mercado do investidor, das quais

duas visdes sao absolutas e uma visao é relativa.

Tabela 11. Visbes prospectivas do mercado do investidor

Visao Absoluta tapp, = N(0,5%;0,1%?2)
Vis&o Absoluta tpre = N(3%;0,1%2)
Visdo Relativa tern — Uxpr = N(0,1%;0,1%2)

Na primeira visdo de mercado de tipo absoluta, o investidor tem a expectativa que a empresa
Apple (APPL) tenha uma queda na sua rentabilidade, como consequéncia de varios fatores,
tais como: (i) Crise econdmica mundial causada pela Covid-19 e da guerra Rusia-Ucrania; (ii)
Forte concorréncia das empresas chinesas e; (i) Crise de oferta no mercado de chips
(semicondutores) pelo consumo de outras industrias como carros elétricos, televisores,
celulares, etc. O investidor tem a expectativa de que a rentabilidade atual da empresa mude
de uuppr, = 1,55% a.m. para um novo valor especificado por uma distribuicdo Gaussiana com
média de 1% a.m. e desvio padrdo de 0,1%, ou seja, u;~N(1%;0,1%?2). Nota-se que esta
distribuicdo néo se refere a distribuicdo dos dados da Apple, e sim a distribuicdo do parametro

tappr da Apple.

Na segunda visdo de mercado de tipo absoluta, o investidor tem a expectativa de que as
empresas do setor de vacinas, como a Pfizer (PFE), tenham uma rentabilidade expressiva por
causa do periodo da pandemia e pés-pandemia do Covid-19, ou seja, o retorno da Pfizer,
poderia mudar do valor atual de uprr = 0,3% a.m. para um novo valor especificado por uma
distribuicdo Gaussiana com média de 3% a.m. e desvio padrdao de 0,1%, ou seja,
upre~N(3%; 0,1%32).

Na terceira visdo de mercado é de tipo relativo, o investidor tem a expectativa de que a
criptomoeda Ethereum (ETH) perca relevancia a longo prazo e a sua rentabilidade se
aproxime da criptomoeda Ripple (XRP), ou seja, que a diferenca entre as médias do Ethereum
e do Ripple, seja uma distribuicdo Gaussiana com média de 0,1% e desvio padrdo de 0,1%,

aSSIm, METH - nLlXPR = N(O,l%, 0,1%2)

A Tabelas 12 apresenta as alocacfes de ativos (pesos) usando a estimacdo Bayesiana,

procedimento descrito na sec¢ao 3.2.1.
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Tabela 12. Alocacédo de ativos realizada com a estimacéo Bayesiana

AAPL PFE JPM \4 KO BTC ETH XRP
Carteira C5 15,24% 65,34% 0,00% 0,00% 19,42%
Carteira Cé 12,48% 66,04% 0,00% 0,00% 18,04% 3,44%
Carteira C7 12,48% 66,04% 0,00% 0,00% 18,04% 3,44% 0,00%
Carteira C8 12,81% 65,47% 0,00% 0,00% 18,23% 2,72% 0,00% 0,78%

Na Tabela 8 (alocacgéo de ativos realizadas pela metodologia de Markowitz) e na Tabela 12,
observa-se que ambas metodologias determinam distintas alocacbes de ativos como
consequéncia dos efeitos das visées de mercado incorporadas no processo de estimacao do

parametro u da distribuicdo dos dados de mercado.

Nota-se que as alocacdes de investimentos da Apple e da Pfizer sofreram mudancas drasticas
como produto das visGes absolutas do mercado, para o caso Apple, a visdo prospectiva do
investidor foi uma quebra estrutural do retorno negativo e comprova-se que as alocacgdes
sofreram uma reducéo nos pesos das carteiras, analogamente, para o caso da Pfizer, a visdo
prospectiva do investidor foi uma quebra estrutural do retorno positivo e comprova-se que as

alocagOes sofreram um incremento nos pesos das carteiras.

Para o caso da visdo de mercado de tipo relativo, a visdo prospectiva do investidor foi uma
quebra estrutural do retorno correlacionando o retorno da criptomoeda Ethereum e Ripple, a

gual é comprovada na alocagdo de pesos semelhantes, conforme a Tabela 12.

A Tabela 13, mostra as estatisticas da carteira 6tima do investidor, usando os pesos da
estimagdo Bayesiana. Por sua vez, a maneira de comparagdo se exibem as estatisticas
obtidas usando a estimacao Frequentista (apresentado também na Tabela 10). Em ambos os

casos se utilizou a metodologia de Markowitz para a otimizacao.

Tabela 13. Estatisticas de risco-retorno das carteiras 6timas: Frequentista vs Bayesiana

Frequentista HUp 0p CVaR Bayesiana Uy Op CVvaR

Carteira C5 1,23% 7,43% 14,09% Carteira C5 1,47% 5,69% 10,27%
Carteira C6 1,29% 7,69% 14,58% Carteira C6 1,50% 5,75% 10,37%
Carteira C7 1,29% 7,69% 14,58% Carteira C7 1,50% 5,75% 10,37%
Carteira C8 1,29% 7,69% 14,58% Carteira C8 1,50% 5,78% 10,42%

A Figura 3, mostra graficamente o CVaR (5%) calculado por ambas as metodologias.
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Na Figura 3, mostra-se o comportamento do CVaR (5%) para a carteira 6tima do investidor,

entretanto, a diferenca entre o CVaR Frequentista e Bayesiano € que o CVaR Bayesiano

considera as vis6es de mercado sob a 6tica do investidor. O impacto das visdes do mercado

provocou uma diminui¢do do risco da carteira, porém, poderia ter acontecido o contrario com

outros tipos de visdes.

4.3.2. Aplicagéo da etapa da transformacdo de Mahalanobis

O experimento numérico desta etapa consiste em corrigir a quebra estrutural a nivel dos dados

da série temporal dos retornos (Etapa 8), seguindo o procedimento apresentado na secao

3.2.2. A aplicacdo da metodologia Omega (Etapa 9) nos dados transformados fecharia o ciclo

completo do diagrama da Figura 1. A seguir, na Tabela 14, apresentam-se os resultados

obtidos da alocac&o de ativos (pesos) usado Omega com os dados transformados.

Tabela 14. Alocac&o de ativos realizada com a metodologia Omega.

AAPL PFE JPM VZ KO BTC ETH XRP
CarteiraC5  11,48% 62,31% 0,07% 0,03% 26,12%
Carteira Cé 6,47% 67,03% 0,48% 0,18% 21,54% 4,30%
Carteira C7 6,40% 66,68% 0,48% 0,17% 21,97% 4,22%  0,08%
Carteira C8 6,97% 69,23% 0,48% 0,18% 17,95% 4,95% 0,08% 0,17%
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Na Tabela 12 (alocacdo de ativos realizada com a estimacdo Bayesiana) e na Tabela 14,

observa-se que ambas as metodologias determinam distintas aloca¢cfes de ativos, mesmo

que estejam utilizando as mesmas visdes do mercado. Isto devido a que a metodologia de

estimacdo Bayesiana utiliza a média e variancia, enquanto a metodologia Omega utiliza a

distribui¢cdo de real dos dados transformados.

A Tabela 15, mostra as estatisticas da carteira 6tima do investidor, usando os pesos da Tabela

14 (otimizacdo pela medida Omega). Por sua vez, a maneira de comparacéo se exibem as

estatisticas obtidas pela estimacdo Bayesiana usando a metodologia de Markowitz

(apresentado também na Tabela 13).

Tabela 15. Estatisticas de risco-retorno das carteiras 6timas Bayesianas: Markowitz vs Omega

Markowitz Iy o) CVaR Omega Hy o) CVaR_H
Carteira C5 1,47% 5,69% 10,27% Carteira C5 1,43% 5,54% 9,61%
Carteira C6 1,50% 5,75% 10,37% Carteira C6 1,48% 5,75% 9,76%
Carteira C7 1,50% 5,75% 10,37% Carteira C7 1,48% 5,73% 9,77%
Carteira C8 1,50% 5,78% 10,42% Carteira C8 1,51% 5,89% 9,71%

A Figura 4, mostra graficamente o CVaR (5%) da carteira 6tima do investidor, para ambas as

metodologias.
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Figura 4 Comparacéo do risco das carteiras 6timas Bayesianas com o CVaR
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Nota-se que o CVaR_H com a metodologia Omega tem um comportamento irregular devido
ao fato de que a manipulagéo realizada pelas visdes do investidor altera a estrutura de risco-
retorno entre os ativos, e a medida Omega captura adequadamente o risco da carteira,
entretanto, o CVaR calculado com a metodologia de Estimagéo Bayesiana, considerando uma
distribuicdo Gaussiana dos retornos da carteira, parece menos sensivel as mudancgas das

visfes do mercado.

5. CONCLUSOES

A principal contribuicdo desta pesquisa foi adaptar a metodologia classica de alocacao de
ativos para analisar carteiras com retornos ndo Gaussianos provocados, tanto por mudancas

de regime quanto por quebras estruturais.

As mudancgas de regime (ou estados) mudam os parametros da distribuicdo dos retornos,
entre um numero finito de estados, de forma recorrente ao longo do tempo. Estas mudancas
de regime sdo causadas, por exemplo: por crises financeiras, recessées econdmicas,

hiperinflacdo, mudancgas nas politicas fiscais, etc.

As quebras estruturais mudam os parametros de forma permanente, entre um ndmero infinito
de estados, ndo recorrentes ao longo do tempo. Estas quebras estruturais sdo causadas por
eventos de longa duragdo, por exemplo: mudancas climaticas, descoberta de novas

tecnologias, disputas geopoliticas, novas tendéncias sociais, etc.

Para lidar com o problema das mudancas de regime, propde-se a substituicdo do mecanismo
de otimizac&o baseada no indice de Sharpe pela otimizacdo baseado na medida Omega. Isto
porque a medida Omega tem a vantagem de quantificar o risco-retorno de qualquer
distribuicdo de probabilidade e ndo somente distribuicbes Gaussianas como acontece com o
indice de Sharpe, ou seja, os retornos ndo Gaussianos provocados pelas mudancas de

regime séo tratados naturalmente pela medida Omega.

Para lidar com o problema das quebras estruturais, propde-se a substituicdo do procedimento
de estimacao dos parametros da distribuicdo dos retornos, baseada em técnicas da estatistica
Frequentista por técnicas da estatistica Bayesiana. Isto porque a estatistica Bayesiana, tem a
vantagem de combinar as informagfes publicas do mercado (dados historicos dos retornos)
com informagdes privadas do investidor (visdes prospectivas do mercado), permitindo corrigir
a quebra estrutural, e na sequéncia, tratar o retorno ndo Gaussiano utilizando o mecanismo

de otimizac&o baseada na medida Omega.

Os experimentos realizados, tanto com dados sintéticos (gerados artificialmente), quanto com

dados reais do mercado, comprovam e validam as adequacdes empregadas nesta pesquisa.
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Como trabalho futuro sugere-se desenvolver critérios ou modelos para formular
apropriadamente as visdes do mercado, além disso, poderiam ser realizados testes do tipo
Backtesting para avaliar as qualidades preditivas desses modelos.

6. REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

BAUDER, D.; BODNAR, T.; PAROLYA, N.; SCHMID, W. Bayesian mean—variance analysis: optimal
portfolio selection under parameter uncertainty. Quantitative Finance, v. 21, n. 2, p. 221-242, 2021.

BLACK, F.; LITTERMAN, R. Global Portfolio Optimization. Financial Analysts Journal, v. 48, n. 5, p.
28-43, 1992.

BODNAR, T.; MAZUR, S.; OKHRIN, Y. Bayesian estimation of the global minimum variance portfolio.
European Journal of Operational Research, v. 256, n. 1, p. 292-307, 2017.

CASTRO, J.; TITO, E.; BRANDAO, L.; GOMES, L. Crypto-assets portfolio optimization under the
Omega measure. The Engineering Economist, v. 65, n. 2, p. 114-134, 2020.

CHU, C. S. J.; SANTONI, G. J.; LIU, T. Stock market volatility and regime shifts in returns. Information
Sciences, v. 94, n. 1-4, p. 179-190, 1996.

DOUCET, A.; DE FREITAS, N.; GORDON, N. Sequential Monte Carlo Methods in Practice. Springer
New York, NY, 2001.

FAMA, E. F. The Behavior of Stock-Market Prices. The Journal of Business, v. 38, n. 1, p. 34-105,
1965.

GREYSERMAN, A.; JONES, D. H.; STRAWDERMAN, W. E. Portfolio selection using hierarchical
Bayesian analysis and MCMC methods. Journal of Banking and Finance, v. 30, n. 2, p. 669-678,
2006.

HARDLE, W. K.; SIMAR, L. Applied Multivariate Statistical Analysis. 5t Edition. Springer Nature
Switzerland AG, 2019.

HARVEY, C.; LIECHTY, J.; LIECHTY, M.; MULLER, P. Portfolio selection with higher moments.
Quantitative Finance, v. 10, n. 5, p. 469-485, 2010.

HUARSAYA, L.; BRANDAO, L.; TITO, E.; CASTRO, J. Um método universal para selecdo de
carteiras. CADERNOS DO IME — Série Estatistica. UERJ, v.52, p.1-23, Rio de Janeiro, 2022.

IDZOREK, T. M. A step-by-step guide to the Black-Litterman model: Incorporating user-specified
confidence levels. Forecasting Expected Returns in the Financial Markets, p. 17-38, 2007.

JARQUE, C. M.; BERA, A. K. Efficient tests for normality, homoscedasticity and serial independence of
regression residuals. Economics Letters, v. 6, n. 3, p. 255-259, 1980.

JOBSON, J. D.; KORKIE, B. Putting Markowitz theory to work. Journal of Portfolio Management, v.
7,n.4,p. 70-74, 1981.

JOHNSON, R. A.; WICHERN, D. W. Sample Mean, Covariance and Correlation as Matrix Operations.
In: Applied Multivariate Statistical Analysis. 6th. ed. New Jersey: Pearson, 2007. p. 1-773.

KAZEMI, H.; SCHNEEWEIS, T.; GUPTA, R. Omega as a Performance Measure. Journal of
Performance Measurement, v. 8, p. 16--25, 2004.

KEATING, C.; SHADWICK, W. F. A Universal Performance Measure. Journal of Perfomance

26



Measurement, v. 6, n. 3, p. 59-84, 2002.

LEWIN, M.; CAMPANI, C. H. Gestdo de Carteiras sob Mdltiplos Regimes: Estratégias que Performam
Acima do Mercado. Journal of Contemporary Administration, v. 24, n. 4, p. 300-316, 2020.

MARKOWITZ, H. Portfolio Selection. The Journal of Finance, v. 7, n. 1, p. 77-91, 1952,

MICHAUD, R. O. The Markowitz Optimization Enigma: Is “Optimized” Optimal? Financial Analysts
Journal, v. 45, n. 1, p. 31-42, 1989.

OLIVEIRA, A. B. Ensaios em alocacéo de portfélio com mudanca de regime. Tese (Doutorado em
Economia de Empresas) - FGV - Fundagédo Getulio Vargas, Sédo Paulo, 2014.

ROBERT, C. P.; CASELLA, G. Monte Carlo Statistical Methods. 2. ed. Springer, New York, NY, 2004.

SARANYA, K.; PRASANNA, P. K. Portfolio Selection and Optimization with Higher Moments: Evidence
from the Indian Stock Market. Asia-Pacific Financial Markets, v. 21, n. 2, p. 133-149, 2014.

SHARPE, W. F. Mutual Fund Performance. The Journal of Business, v. 39, n. 1, p. 119-138, 1966.

SONG, Y. Modelling Regime Switching and Structural Breaks with an Infinite Hidden Markow. Journal
of Applied Econometrics, v. 29, n. 5, p. 825-842, 2014.

ZHAO, D.; FANG, Y.; ZHANG, C.; WANG, Z. Portfolio Selection Based on Bayesian Theory.
Mathematical Problems in Engineering, v. 1, n. 11, p. 1-11, 2019.

27



