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RESUMO 
 
O presente trabalho investiga a formulação covariante do eletromagnetismo em 
geometrias e coordenadas arbitrárias, com ênfase na métrica de Schwarzschild. O 
objetivo central é transcrever as equações de Maxwell de sua forma tensorial para a 
forma vetorial, evidenciando como a curvatura do espaço-tempo altera as leis 
clássicas do eletromagnetismo. A pesquisa fundamenta-se na linguagem tensorial e 
no formalismo da Relatividade Geral, demonstrando que a gravitação modifica de 
maneira direta a propagação e a estrutura dos campos elétrico e magnético. Os 
resultados obtidos indicam que as expressões generalizadas reduzem-se 
corretamente às equações clássicas de Maxwell quando o parâmetro de massa 
tende a zero (M → 0), assegurando a consistência física e matemática do modelo. 
Essa formulação revela-se essencial para a descrição de fenômenos astrofísicos 
envolvendo campos intensos, como aqueles observados em regiões próximas a 
buracos negros e estrelas de nêutrons. 
 
Palavras-chave: Eletromagnetismo covariante; Geometria curva; Tensor 
eletromagnético. 
 

I.​ INTRODUÇÃO/JUSTIFICATIVA 
Desde o século XIX, o eletromagnetismo formulado por James Clerk Maxwell 

consolidou-se como uma das maiores realizações da física teórica, unificando em 

um único conjunto matemático os fenômenos da eletricidade, do magnetismo e da 

luz (Jackson, 1998). Contudo, sua formulação clássica foi concebida em um espaço 
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plano, dentro da métrica de Minkowski da Relatividade Restrita, e, portanto, não 

considera os efeitos gravitacionais.  

Com o advento da Teoria da Relatividade Geral de Albert Einstein, em 1915, 

tornou-se claro que o espaço-tempo é uma entidade dinâmica e curva, moldada pela 

presença de massa e energia. Nesse novo paradigma, todas as leis físicas, incluindo 

as do eletromagnetismo, devem ser expressas de maneira covariante, de modo que 

mantenham validade em qualquer sistema de coordenadas e geometria do 

espaço-tempo (Wald, 1984). 

A formulação das equações de Maxwell na métrica de Schwarzschild é 

especialmente relevante, pois representa uma forma mais fiel à realidade, 

considerando que não há regiões completamente livres da gravidade. A solução de 

Schwarzschild, obtida em 1916, descreve o campo gravitacional fora de uma massa 

esfericamente simétrica e não carregada (Schwarzschild, 1916).  

O estudo do comportamento dos campos eletromagnéticos nessa geometria 

constitui um passo essencial para compreender fenômenos reais em astrofísica, 

como a propagação de radiação em torno de buracos negros e estrelas de nêutrons. 

Essa abordagem permite explicar efeitos como lente gravitacional, redshift 

gravitacional e a dinâmica de plasmas em ambientes extremos (Misner, Thorne e 

Wheeler, 1973; Hobson, Efstathiou e Lasenby, 2006). 

A generalização das equações de Maxwell para espaços curvos é, uma 

ferramenta poderosa e necessária. Ela permite preservar a forma original das leis 

físicas e compreender as modificações que a curvatura do espaço-tempo impõe. 

Esse estudo é importante não apenas do ponto de vista teórico, mas também 

prático, pois contribui para a descrição de campos eletromagnéticos em regiões 

onde os efeitos gravitacionais não podem ser negligenciados, como na superfície da 

Terra e em sistemas astrofísicos compactos (Carroll, 2004; Straumann, 2013). 
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II.​ BASE TEÓRICA 
 
A base teórica desta pesquisa fundamenta-se principalmente em General 

Relativity: An Introduction for Physicists de Hobson, Efstathiou e Lasenby (2006), 

que oferece o arcabouço conceitual e matemático necessário para a formulação 

covariante das equações de Maxwell em espaço-tempo curvo. O estudo dialoga 

também com obras complementares de Wald (1984), Carroll (2004) e Straumann 

(2013), que aprofundam o formalismo tensorial e a geometria do espaço-tempo, 

além de Jackson (1998) e Landau e Lifshitz (1975), referências clássicas para o 

eletromagnetismo em espaço plano. 

 

III.​ OBJETIVOS 

OBJETIVO GERAL 

Analisar a formulação covariante das equações de Maxwell em espaço-tempo 

curvo, com foco na métrica de Schwarzschild. 

OBJETIVOS ESPECÍFICOS 

• Compreender a relação entre eletromagnetismo e geometria do espaço-tempo na 

perspectiva da Relatividade Geral. 

• Reescrever as equações de Maxwell na forma covariante, evidenciando as 

modificações introduzidas pela curvatura gravitacional. 
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• Identificar as alterações nas leis de Gauss, Faraday e Ampère-Maxwell na métrica 

de Schwarzschild. 

IV.​ METODOLOGIA 
A metodologia adotada consistiu em uma análise teórico-matemática baseada na 

linguagem tensorial. Inicialmente, definiu-se a métrica de Schwarzschild, que 

descreve o espaço-tempo exterior a um corpo esférico e estático, expressa por, 

 (Hawking e 𝑑𝑠2 =− (1 − 2𝑀/𝑟)𝑑𝑡2 + (1 − 2𝑀/𝑟)−1𝑑𝑟2 +  𝑟2𝑑θ2 +  𝑟2sin2θ +  𝑑ϕ2,

Ellis, 1973). A partir dessa métrica, foram determinados os símbolos de Christoffel, 

responsáveis por descrever como as derivadas covariantes substituem as derivadas 

parciais em espaços curvos. 

Em seguida, utilizou-se o tensor de Faraday , que unifica 𝐹
µν

 =  ∂
µ
𝐴

ν
− ∂

ν
 𝐴

µ

os campos elétrico e magnético em um único objeto quadridimensional (Landau e 

Lifshitz, 1975). O potencial vetor  foi usado para representar os campos 𝐴
µ

= (ϕ,  𝐴)
→

 

em coordenadas curvilíneas. Substituindo as derivadas parciais por derivadas 

covariantes compatíveis com a métrica, obteve-se a forma geral das equações de 

Maxwell em espaço curvo conforme proposto por Hwang e Noh (2023). 

Com base nessas equações, foi realizada a transcrição para coordenadas 

esféricas, determinando explicitamente as componentes radiais e angulares dos 

campos elétrico e magnético. A análise comparativa entre a formulação em espaço 

plano e a formulação na métrica de Schwarzschild permitiu identificar as correções 

introduzidas pela curvatura do espaço-tempo, especialmente nos termos diferenciais 

e nos fatores de . 𝑢(𝑟) = 1 − 2𝑀/𝑟
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V.​ RESULTADOS E DISCUSSÃO 

Os resultados obtidos demonstram que a presença do campo gravitacional 

altera significativamente a estrutura das equações de Maxwell. Contudo, em 

espaço-tempo curvo, as derivadas parciais devem ser substituídas por derivadas 

covariantes compatíveis com a métrica, resultando em , ∇
µ
𝐹µν = µ

0
𝐽ν,  ∇

[λ
𝐹

µν]
= 0

onde  Essas expressões são universais e ∇
µ
𝐹µν = ∂

µ
𝐹µν + Γµ

µρ
𝐹ρν + Γν

µρ
𝐹µρ .

independem do sistema de coordenadas, garantindo a validade das leis do 

eletromagnetismo em qualquer geometria (Wald, 1984). 

Na métrica de Schwarzschild, os fatores de curvatura introduzem correções 

nas quatro equações fundamentais. 

Lei de Gauss elétrica . ∂
𝑟
𝐸

𝑟
+ 1

𝑟−2𝑀 ∂
θ
𝐸

θ
+ 1

(𝑟−2𝑀)sinθ ∂
ϕ

𝐸
ϕ

+ 2
𝑟 𝐸

𝑟
+ cot θ 1

𝑟−2𝑀 𝐸
θ

=− ρ
ϵ

0

Lei de Gauss 
magnética 

. ∂
𝑟
𝐵

𝑟
+ 2

𝑟 𝐵
𝑟

+ 1
𝑟 𝑢sinθ

[∂
θ
(sin θ𝐵

θ
) + ∂

ϕ
𝐵

ϕ
] = 0

Lei de 
Ampère-Maxwell 

, 1
𝑐 ∂

𝑡
𝐸

𝑟
− 𝑢

𝑟sinθ [∂
θ
(sin θ𝐵

ϕ
) − ∂

ϕ
𝐵

θ
] = µ

 0
𝐽𝑟

 1
𝑟𝑐𝑢 ∂

𝑡
𝐸

θ
+ 𝑟−2𝑀

𝑟2 ∂
𝑟
𝐵

ϕ
+ 1

𝑟2 𝐵
ϕ

− 1

𝑟2sinθ
∂

ϕ
𝐵

𝑟
= µ

0
𝐽θ,

.  1
𝑟sinθ𝑐𝑢 ∂

𝑡
𝐸

ϕ
− 𝑟−2𝑀

𝑟2sinθ
∂

𝑟
𝐵

θ
− 1

𝑟2sinθ
𝐵

θ
+ 1

𝑟2sinθ
∂

θ
𝐵

𝑟
= µ

0
𝐽ϕ

Lei de Faraday , ∂
𝑡
𝐵

𝑟
=− 1

𝑟2sinθ
[∂

θ
(sin θ 𝑢 𝐸

ϕ
) − ∂

ϕ
(𝑟 𝑢 𝐸

θ
)]

, ∂
𝑡
𝐵

ϕ
=− 𝑢∂

𝑟
𝐸

θ
− 1−𝑀/𝑟

𝑟 𝐸
θ

+ 𝑢
𝑟 ∂

θ 
𝐸

𝑟

. ∂
𝑡
𝐵

θ
= 𝑢∂

𝑟
𝐸

ϕ
+ 1−𝑀/𝑟

𝑟 𝐸
ϕ

− 𝑢
𝑟sinθ ∂

ϕ
𝐸

𝑟

Essas equações mostram como a curvatura espacial e o fator gravitacional 
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modificam a propagação e a divergência dos campos eletromagnéticos. 

Verifica-se que, no limite , todas as equações se reduzem exatamente 𝑀 → 0

às suas formas clássicas no espaço plano de Minkowski, o que confirma a 

consistência formal e física da abordagem. As correções introduzidas pela métrica 

de Schwarzschild são essenciais para descrever a propagação de ondas 

eletromagnéticas e o comportamento de cargas elétricas em ambientes de alta 

gravidade, como nas vizinhanças de buracos negros e estrelas compactas (Poisson 

e Will, 2014; Hobson, Efstathiou e Lasenby, 2006). 

VI.​ CONCLUSÃO/CONSIDERAÇÕES FINAIS 
​ A formulação covariante das equações de Maxwell na métrica de 

Schwarzschild mostra que as leis do eletromagnetismo permanecem válidas em 

qualquer geometria, desde que expressas de modo compatível com a curvatura do 

espaço-tempo. As modificações introduzidas pela gravidade alteram tanto a 

intensidade quanto a direção dos campos, o que tem implicações diretas na 

compreensão de fenômenos astrofísicos e cosmológicos. O estudo confirma a 

importância de considerar o espaço-tempo curvo na descrição de campos físicos, 

especialmente em ambientes de alta densidade e energia. 

​ Além de reforçar a consistência teórica da Relatividade Geral, este trabalho 

oferece uma base sólida para estudos aplicados em astrofísica relativística, como a 

modelagem de discos de acreção, emissão de radiação em torno de buracos negros 

e a estrutura de magnetosferas de estrelas compactas. A relação entre geometria e 

campo físico, evidenciada pelas equações de Maxwell generalizadas, reforça o 

caráter unificador da física moderna e abre caminho para investigações em métricas 

mais complexas (Carroll, 2004; Straumann, 2013). 
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