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Resumo: A Técnica de Superposição de Domínios do Método dos Elementos de Contorno é uma alternativa ao clássico procedimento de sub-regiões para resolver problemas setorialmente homogêneos. A técnica foi bem sucedida em problemas bidimensionais e neste trabalho são resolvidos casos tridimensionais governados pela Equação de Laplace. Diferentemente dos problemas bidimensionais, a descrição de um esquema de discretização e o modus operandi de solução não são evidentes e especificidades referentes aos procedimentos de integração, que envolvem transformações de coordenadas e o trato com funções singulares, são aqui apresentados sucintamente. A discretização é feita através de elementos isoparamétricos triangulares planos de variação linear com nós duplos nos cantos. Considerando a ausência de soluções analíticas, o Método dos Elementos Finitos foi utilizado para gerar as soluções de referência para uma comparação adequada de desempenho. 
Palavras chaves: Método Numéricos; Método de Elementos de Contorno; Problemas de Laplace não homogêneo
Abstract: The Boundary Element Method Superposition Technique is a new alternative to the classical technique of sub regions to solve piecewise heterogeneous problems. The technique was successful in two-dimensional problems and in this work it is applied to three-dimensional cases governed by the Laplace Equation. Unlike the two-dimensional problems, the description of a discretization scheme and the modus operandi of the numerical scheme are not evident and diverse specificities, mainly referring to the integration procedures, which involve transformations of coordinates and the treatment with singular functions, are developed here in a proper way. The discretization is made by flat triangular isoparametric elements with linear variation and double nodes in the corners. Considering the absence of analytical solutions, the Finite Element Method was used to generate the reference solutions for an adequate performance comparison.
Keywords: Numerical Methods; Boundary Element Method; Non-homogeneous Laplace´s Problems.

INTRODUçÃO
A solução de problemas setorialmente homogêneos governados pela Equação de Laplace é feita preferencialmente através de métodos numéricos que discretizam o domínio, como o Método dos Elementos Finitos (MEF) (Reddy, 2005) e o Método das Diferenças Finitas (MDF) (Leveque, 2007), pois em cada subdomínio se introduz facilmente o valor da propriedade constitutiva correspondente. Tal inserção apresenta relativa dificuldade no Método de Elementos de Contono (MEC), de modo que, por muitos anos, a única abordagem geral para resolver essa situação foi a técnica das sub-regiões (Brebbia et. al, 1984). Outras propostas sempre apresentaram limitações, como a Técnica de Multidomínios (Ramsak e Skerget, 2004; 2009) e as técnicas de conexão inspiradas no acoplamento entre placas, vigas e colunas, estudadas primordialmente por Venturini e outros (1987; 1992) 
O MEC tem como principal característica a transformação da equação diferencial parcial que governa o problema numa equação integral de contorno; desta forma, ocorre a redução do problema em uma dimensão e os pontos discretos gerados pelo processo de modelagem numérica se situam no contorno. Num caso tridimensional, a aproximação do meio contínuo se faz por elementos de superfície, geometricamente definidos por pontos nodais em seus vértices.
Neste trabalho apresenta-se uma proposta para tratar estes problemas com relativa simplicidade: o domínio completo é particionado em um domínio homogêneo circundante ao qual se somam os efeitos de subdomínios internos com homogeneidades setoriais. A energia de cada subdomínio ou setor é computada ao sistema como um todo por superposição, semelhantemente ao que se faz com uma fonte ou ação de domínio em problemas de Poisson (Loeffler e Mansur, 2016). Todos os setores estão ligados matematicamente por meio de coeficientes de influência, que são gerados por integrações realizadas no contorno dos subdomínios, com os pontos fonte localizados em cada ponto nodal gerado pela discretização.
Equações Integrais de Contorno 
Considera-se um domínio tridimensional V(X) que pode representar um campo térmico ou mecânico no estado estacionário com propriedades setorialmente homogêneas e isotrópicas, não se admitindo a influência de ações de domínio que contribuam diretamente para o campo (Curotto, 1981). Tais problemas são governados pela Equação de Laplace, cuja equação integral do MEC na forma inversa é bem conhecida (Brebbia e Walker, 1980):

	(1)
Na Eq. (1), u(X) é o potencial escalar e q(X) a sua derivada normal; reciprocamente, as funções auxiliares são u*(ξ;X) e q*(ξ;X),  obtidas pela solução do problema fundamental associado, no qual uma fonte concentrada, dada pela Função Delta de Dirac é aplicada num ponto específico de um domínio infinito (Brebbia e Dominguez, 1998). Demonstra-se que o valor dessas funções em três dimensões é dada por: 

	 (2)

	 (3)
Nas equações (2) e (3) r=r(ξ;X) é a distância euclidiana entre o ponto de aplicação da fonte concentrada e um ponto qualquer do domínio, chamado ponto campo. O cosseno diretor é definido pelo ângulo entre o raio vetor r e a normal externa n ao contorno:

	(4)
Desta forma, a partir de manipulações algébricas bem conhecidas, pode-se escrever a Eq. (1) na seguinte forma: 

	(5)
O coeficiente c(ξ) depende da posição do ponto  em relação ao domínio físico V(X) + S(X). Se localizado na superficiede contorno S(X), c(ξ) também depende da suavidade deste (Kythe, 1995).
Aplicando os procedimentos matemáticos típicos do MEC, que incluem uma varredura sobre as integrações de contorno com diferentes pontos fonte e, também, o processo de discretização (Brebbia et. al, 1984), matrizes H e G geram um sistema linear na forma:

	(6)
Interpolação e Integração do campo
A estratégia para o cálculo das integrais ao longo da superfície S é a divisão da superfície em uma soma de superfícies menores S1, S2, S3, ..., Sn, onde n é o número de superfícies em que o contorno foi dividido, desta forma a Eq. (5), pode ser escrita como:

	(7)
Omitindo-se o argumento das funções, as variáveis u e q sobre cada elemento j são definidas em termos de valores nodais:


;	(8)
Na Eq. (8), ϕi são as funções de forma ou funções de interpolação, que são dadas em termos de coordenadas adimensionais η(x) sobre cada elemento. É usual escrever-se tanto a variação do campo quanto a geometria do corpo através dessas funções (Brebbia et al, 1984; Reddy, 2005). Logo, as coordenadas (x1, x2, x3) de um ponto qualquer do elemento são escritas em função das coordenadas dos N nós do elemento.
As superfícies do trabalho são formadas por triângulos, o que introduz uma aproximação na superfície original, especialmente se esta não for plana. Os triângulos planos são mais fáceis de gerar e possuem Jacobiano constante ao longo do elemento.
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a) Espaço Real – (x1, x2, x3); b) Espaço Paramétrico – (η1, η2).
Figura 1. Elemento triangular
Uma vez que a integração de Gauss será realizada no intervalo [0,1], por simplicidade é coerente fazer o mapeamento do elemento Si também no intervalo [0,1]. Na Figura 1 observa-se o elemento real e o elemento de integração, onde se definem as relações: 



;;	 (9)
Os pontos nodais de integração são:

	 (10)
Na Eq. (10)  é a coordenada cartesiana do nó n. As funções u e q variam linearmente em elementos triangulares planos, desta forma pode-se escrever:

	(11)

	(12)
Através do Jacobiano “J” da transformação de coordenadas, se relaciona o dS, representado no sistema de coordenadas globais X, com tal sistema de coordenadas.

	(13)
Demonstra-se (Souza, 2007) que Jacobiano da transformação é dado por:

	(14)
Observa-se que as diferenciais representam as coordenadas dos vetores formados por dois lados adjacentes do triângulo, de modo o Jacobiano é igual ao módulo do produto vetorial desses dois vetores, numericamente igual ao dobro da área do triângulo.
Integração Numérica
Nos núcleos das Equações (11) e (12) estão as funções u* e q*, que são suaves e facilmente integráveis numericamente quando o ponto de fonte e ponto de campo não coincidem ou não estão demasiadamente próximos. É o caso do ponto fonte não pertencer ao elemento no qual a integral está sendo avaliada (vide Figura 2(i)). Porém, se o ponto fonte pertencer ao elemento sob integração é possível que eles coincidam (vide Figura 2(ii)) e há singularidade no integrando. Ressalta-se que o ponto fonte pode pertencer a outro elemento, mas ser um nó duplo; também há singularidade neste caso. 
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Figura 2. (i) Elemento regular; (ii) Elemento singular
Quando o ponto fonte não se encontra no mesmo elemento em que se processa a integração usa-se a Quadratura de Gauss no cálculo numérico das integrais. Reserva-se a integração analítica apenas para o cálculo dos coeficientes Gj. Isto porque os coeficientes Hj, cuja integral é mais fortemente singular, podem ser calculados pela soma dos coeficientes das linhas correspondentes, segundo o procedimento da obediência à imposição de um campo potencial constante (Brebbia e Dominguez, 1998).
No MEC, para problemas tridimensionais, a fórmula apropriada da Quadratura de Gauss requer avaliar a integral de um domínio triangular (Hussain et al, 2012). Devem-se estabelecer pontos distintamente posicionados sobre o elemento triangular, em que se possa determinar o valor da função (Hammer et al, 1956) segundo a fórmula:

	(15)
Na Eq. (15) NG é o número de pontos de integração, Wp são os pesos da quadratura de Gauss, ξp são pontos de integração de Gauss, J é o Jacobiano para a transformação de coordenadas e f(ξp) é o valor da função a ser integrada, calculada no ponto ξP. Os elementos das matrizes G e H (vide Equações (11) e (12)) são dados então por:

	 (16)

	(17)
Integração Analítica
O processo anterior de integração numérica se faz necessário na maioria dos casos, visto que a solução exata é de difícil concepção. Entretanto esta pode ser facilmente determinada nos casos particulares em que: (a) os vetores r e n são ortogonais; (b) o ponto fonte se encontra aplicado em um dos nós do elemento sobre o qual se efetua a integração.
No primeiro caso, o integrando é nulo, pois r e n são ortogonais, ou seja, o cosseno diretor das suas retas suporte é nulo. No segundo caso, na suposição de que o ponto fonte está aplicado no ponto 1 do elemento triangular e se estabeleça um sistema local de eixos cartesianos com origem neste ponto e com o eixo y paralelo ao lado 2-3, pode-se, baseado no que indica a Figura 3, escrever as seguintes relações para η1, η2 e η3(Sá, 1980), onde H é a altura do elemento triangular relativa ao lado 2-3:
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1 (0,0)
2 (x2,y2) ou (H, y2)
3 (x3,y3) ou (H, y3)
dij – distância entre os nós i e j
θij – ângulo entre p eixo x é o lado ij


Figura 3. Pontos do elemento triangular



; ; 	 (18)
Expressando tais funções ηk em coordenadas polares:


; 	(19)

Sendo as funções , o cálculo analítico dos coeficientes da matriz G referente às integrações com pontos fonte localizados no próprio elementos em coordenadas polares se apresenta como:

	 (20)
Logo, indicam-se as expressões de I1, I2 e I3:

	(21)

	(22)

	(23)
Desta forma determinam-se os termos de [G]ij para o caso em que o potencial unitário está aplicado em um dos nós do elemento triangular sobre o qual se processa a integração.
Técnica de SUperposição do Domínio
Considere um domínio constituído por duas regiões com diferentes propriedades físicas, conforme Figura 4, onde o domínio completo V é composto pela soma dos domínios Ve e Vi, sendo Ke e Ki as propriedades físicas constantes.
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[bookmark: _Ref476215898]Figura4. Domínios completos e setoriais com propriedades homogéneas
Considere-se que o núcleo das integrais é composto por funções integráveis e dentro de cada subdomínio as propriedades são constantes. Supondo-se, que Ki=Ke+K*:

	(24)
Agora, a propriedade Ke compreende todo o domínio. Reescrevendo a Eq. (24):

	(25)
No MEC, a equação integral está relacionada com o equilíbrio de energia no sistema, no caso, entre a energia difusiva e o trabalho dos fluxos. No método proposto é necessária apenas a avaliação da quantidade de energia difusiva presente no subdomínio. 
Reescrevendo-se o lado direito da Eq.(25) na forma integral de contorno, considerando os pontos nodais localizados no domínio Vi(X) por simplicidade:

	(26)
Vê-se que a primeira integral de contorno no lado direito da Eq. (26) representa o trabalho dos fluxos qi(X), enquanto que a outra representa a energia difusiva, que é uma função dos potenciais ui(X). Considera-se, internamente, apenas uma destas formas de energia no Método da Superposição; no caso, a energia difusiva, que é muito mais fácil de manipular energia. Logo:

	(27)
Ressalta-se que o trabalho dos fluxos no domínio interno não é nulo; entretanto, basta computar a energia difusiva interna no balanço total de energia (Loeffler et al, 2018), pois todo o lado esquerdo da Eq. (27) é afetado pela energia interna assim introduzida. 
Discretização e Aspectos Matriciais
Inicialmente, considerando que os domínios Si(X) e S(X) não tenham interseção, os pontos fontes ξ estão localizados exclusivamente no S(X) e as integrações são realizadas em Vi(X). Os pontos internos agora devem ser entendidos como nós dos contornos internos, cujos potenciais têm valores desconhecidos ui, que são destacados no sistema de matricial do MEC conforme Eq. (28):

	(28)
Os potenciais internos devem ser explicitados, de modo que matriz H fica:

	(29)
Na equação anterior, uc e qc são valores das grandezas nos pontos nodais no contorno S(X). A submatriz Hci representa coeficientes gerados por integração no contorno interno Si(X) com os pontos em S(X).
No caso de haver interseção, os pontos nodais do contorno circundante são tomados também como pontos nodais dos contornos internos, sem quaisquer problemas.
simulação numérica
Dois exemplos de problemas com geometrias tridimensionais com homogeniedades setoriais foram escolhidos para análise do MEC utilizando como valor de referência o MEF, devido à ausência de soluções analiticas. Tanto no MEC quanto no MEF os elementos de contorno têm interpolação linear.
Exemplo 1
Considera-se uma geometria cúbica com aresta unitária de propriedade k1= 1 com uma esfera centralizada no seu interior de raio 0,25, onde as propriedades k2 variam de 2, 5 e 10. O cubo é solicitado axialmente, conforme mostrado na Figura 5, que também apresenta as condições de contorno do problema.
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Figura 5. Características geométricas e condições de contorno para o exemplo 1
Não obstante as condições de contorno serem bastante simples, a presença da descontinuidade esférica faz com que o problema rigorosamente não possa ser comparado aos casos bidimensionais correlatos. Assim, para a comparação dos resultados foram tomados resultados numéricos obtidos com o método dos elementos finitos, usando uma malha bastante refinada, com 62.797 elementos triangulares isoparamétricos e 89.653 pontos nodais.
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Figura 6. Malha da geometria tridimensional (exemplo 1)
Como se trata de uma simulação tridimensional, na Figura 6 apresenta-se um modelo de malha do MEC. Na realidade, foram testadas três malhas com diferentes graus de refinamento para melhor observação da convergência dos resultados. A Tabela 1 apresenta os dados destas discretizações.
Tabela 1. Número de pontos nas malhas para o exemplo 1
	
	Malha 1
	Malha 2
	Malha 3

	Pontos externos
	294
	486
	1350

	Pontos internos
	307
	494
	1273

	Total de pontos
	601
	980
	2623


Na Figura 7 temos um esquema onde se indica as linhas dos resultados do potencial e da derivada normal do potencial para cada problema proposto.
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Figura 7. Indicação dos resultados do Potencial e Derivada do Potencial para o exemplo 1
Primeiramente, colhem-se os resultados para o potencial e a derivada normal do potencial para a esfera com propriedade k2=2, conforme se observa na Figura 8.
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Figura 8. Resultados do Potencial e Derivada do Potencial para propriedade interna de k2=2
Na Figura 9, têm-se os resultados do potencial e da derivada potencial onde a esfera possui propriedade k2 = 5.
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Figura 9. Resultados do Potencial e Derivada do Potencial para propriedade interna k2=5

Por último, os resultados do problema onde a esfera possui propriedade k2 = 10, são mostrados na Figura 10.
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Figura 10. Resultados do Potencial e Derivada do Potencial para propriedade interna k2=10
Os resultados do Potencial e da Derivada Potencial são bastante bons para todos os casos de k2, com base na concordância entre os resultados obtidos com o MEF, cuja malha possui trinta e três vezes mais pontos nodais do que a malha mais refinada do MEC.
Exemplo 2
Na segunda simulação resolve-se uma geometria com quinas mais acentuadas e internamente constituído de uma pirâmide com base quadrada, com diferentes propriedades k2. Também foram utilizadas 3 malhas, conforme a Tabela 2, e as dimensões e condições de contorno do exemplo 2 são indicadas na Figura 11.
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Figura 11. Características geométricas e condições de contorno para o exemplo 2
Tabela 2. Número de pontos nas malhas para o exemplo 2
	
	Malha 1
	Malha 2
	Malha 3

	Pontos externos
	355
	578
	1290

	Pontos internos
	157
	417
	1075

	Total de pontos
	512
	995
	2365


Para este exemplo, assim como o anterior a comparação dos resultados foram através do MEF, usando uma malha com 80.686 elementos triangulates isoparamétricos e 115.288 pontos nodais. As linhas dos resultados do potencial e sua derivada são indicadas na Figura 12.
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Figura 12. Indicação dos resultados do Potencial e Derivada do Potencial para o exemplo 2
Na Figura 13, tem-se um modelo da malha tridimensional do MEC deste exemplo.
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Figura 13. Malha da geometria tridimensional (exemplo 2)
Assim como no primeiro exemplo, foram feitos três testes modificando a propriedade da geometria interna k2 e mantendo a propriedade k1 = 1. Na Figura 14 observam-se os resultados do potencial e da derivada do potencial para propriedade k2 = 2.
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Figura 14. Resultados do Potencial e Derivada do Potencial para propriedade interna k2=2

No segundo teste colhem-se os resultados dos potenciais e derivadas potencias para a propriedade k2 = 5, como mostra a Figura 15.
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Figura 15. Resultados do Potencial e Derivada do Potencial para propriedade interna k2=5
Por fim, apresentam-se na Figura 16 os resultados dos potenciais e derivadas potenciais da propriedade k2 = 10.
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Figura 16. Resultados do Potencial e Derivada do Potencial para propriedade interna k2=10
Os resultados são bastante bons para os potenciais, com base na concordância com os resultados obtidos com o MEF, cuja malha possui quarenta e oito vezes mais pontos nodais do que a malha mais refinada do MEC. Apesar de boa, observa-se que a convergência do refinamento das malhas do MEC seguiu um comportamento diferente com a variação da propriedade k2.
Resultados ainda melhores foram obtidos para os valores da derivada do potencial ao longo de uma linha vertical situada na aresta em que o potencial é prescrito e igual a zero, tendo uma pequena inconsistência apenas nos pontos próximos das arestas onde o vértice da superfície externa tem um ângulo agudo. Isso ocorre devido à baixa quantidade de pontos nodais ao longo desta linha para o modelo do MEC. Esta diferença diminuiu à medida que se refinou a malha de contorno.
Conclusões
Confirmando o bom nível de resultados numéricos obtidos em simulações bidimensionais, em que problemas com geometrias irregulares foram resolvidos, os resultados obtidos com o TSD na simulação de problemas tridimensionais mostraram um desempenho muito satisfatório. Ressalta-se que as simulações apresentadas abordaram problemas com conformação esférica, cantos e outras particularidades geométricas que não perturbaram sua performance. 
Tais resultados favoráveis da DST credenciam a técnica para uso futuro em problemas onde as propriedades físicas dos subdomínios variam internamente e também avalizam sua aplicação em problemas governados por equações mais elaboradas, como a Equação de Helmholtz. 
A precisão da técnica do MEC foi equivalente à do MEF, mesmo utilizando um número muito menor de pontos nodais. Isto pode ser justificado pelo fato de que todos os pontos nodais interagem entre si. A DST mostra também uma vantagem significativa em termos de simplicidade na implementação e entrada de dados. Para implementar o modelo proposto, é necessário apenas gerar um novo tipo de matriz H, contendo que contém a energia potencial relacionada com os setores internos, e adicioná-la ao sistema clássico do MEC.
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