UNIVERSIDADE FEDERAL
DO NORTE DO TOCANTINS

4

A&% Il JORNADA DE INICIACAO

CIENTIFICA

TEIA LN st QCNPg

TOPOLOGIA ALGEBRICA: HOMOTOPIA E APLICACOES
SANTOS, Eriangra Oliveiral; JUNIOR, José Carlos de Oliveira?, LOBO, Matheus

Pereira3

RESUMO
A Topologia é uma importante area da matematica pura que consegue proporcionar
resultados Uteis para demonstracdes de teoremas de outras areas, tais como teoria
dos numeros, analise, geometria e légica. Por exemplo, é possivel provar que existem
infinitos primos por meio da topologia. O presente trabalho tem por objetivo apresentar
o Teorema Pasting, desenvolvido no Programa Institucional Voluntario de Iniciacao
Cientifica (PIVIC), UFNT. O Teorema Pasting, principal resultado da pesquisa, € uma
ferramenta importante na analise de fun¢des continuas em espacos topoldgicos, pois
estabelece condigbes sob as quais a “colagem” de fun¢des continuas definidas em
partes de um espaco topoldgico resulta em uma fungcdo continua global. Essa
propriedade € Util para combinar informac¢des locais em espacos topolédgicos e é
frequentemente usada na resolucéo de problemas praticos em matemaética e fisica
gue envolvem funcdes continuas, que sdo essenciais para modelar fenémenos
naturais e sistemas complexos, garantindo que as propriedades topoldgicas sejam
preservadas nas representacdes matematicas. Para cumprir com o objetivo do
trabalho, apresentamos os conceitos de topologia, conjuntos abertos e fechados e

fungBes continuas.
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I.  INTRODUCAO

A Topologia € uma éarea de extrema importancia tanto para a matemética
guanto para a fisica, mais especificamente a topologia algébrica (Homotopia e
aplicacdes) que procura entender e desmistificar o caminho entre o finito e o infinito.
Gracas a esta area, houve avangos promissores no estudo dos buracos negros. A
area do conhecimento abrangente neste trabalho é Ciéncias Exatas e da Terra:

Matematica.

Em topologia, os conjuntos fechados desempenham um papel fundamental na
caracterizacao dos espacos topoldgicos. Um conjunto é considerado fechado se o seu
complementar, ou seja, 0 conjunto de todos os pontos que ndo pertencem a ele, € um
conjunto aberto. Essa relacdo entre conjuntos fechados e abertos é essencial na
definicdo de topologia e na andlise de propriedades dos espacos topoldgicos. Essa
dualidade permite uma abordagem flexivel na formulagdo e solucdo de problemas
topolégicos, uma vez que a compreensédo de conjuntos fechados € complementar a

compreensao de conjuntos abertos.

Este trabalho € muito importante, pois o0 tema em questdo ndo esta na grade
curricular do curso, portanto, esta imersao permite descobertas pertinentes para a
formacao académica e é concomitante com algumas disciplinas. O estudo e leitura
em inglés sdo um grande diferencial, tornando o aprendizado mais interessante, nao
apenas da linguagem matematica, mas também de outro idioma. A motivacao neste

projeto foi o entusiasmo em trabalhar na area da matematica pura.

. BASE TEORICA

O material utilizado como base para o estudo € o livro “Topology for Beginners”
de Steve Warner [1] e o White Paper “Theorems on Topology” [2], escrito pelo
orientador, Matheus Lobo. O livro possui 0s pré-requisitos necessarios para o estudo

do tema, e o artigo contém as definicdes e teoremas a serem estudados.

.  OBJETIVOS



Objetivo Geral

O objetivo geral desta pesquisa consiste em aprender e manipular espacos

topolégicos, especialmente por meio de homotopias.
Objetivos Especificos

e Ganhar familiaridade com as estratégias de demonstra¢cdes matematicas;

¢ Definir matematicamente os pré-requisitos subjacentes a Homotopia;

e Provar o teorema Pasting;

e Estudar teoremas e aplicacbes de espacos topoldgicos conectados por
caminho;

e Tentar buscar analogias e/ou aplicacdes da topologia em buracos negros;

e Escrever pelo menos um White Paper (artigo cientifico) contendo os
resultados da pesquisa;

e Leituras em inglés para escrita de artigos cientificos.

IV. METODOLOGIA

Os principais métodos utilizados foram revisdo bibliografica e hierarquia de
aprendizagem. Na revisdo bibliografica, o orientador auxilia na leitura em inglés, de
acordo com o nivel de aprendizagem e desenvolvimento cognitivo do estudante, e na
estruturacdo do idioma estrangeiro. Além disso, identificam-se 0s pré-requisitos
imediatamente anteriores aos conceitos envolvidos em um artigo cientifico
especializado e registram-se esses pré-requisitos, pesquisando em bibliografias
adequadas para a compreensao dos mesmos.

Outros métodos utilizados incluem a reproducdo de célculos dos artigos
cientificos e livros estudados a fim de propor novos modelos de representacédo para
publicacdo em revistas cientificas, apresentacdes para exercitar no estudante as
técnicas de comunicacdo e estruturacdo dos recursos de multimidia, quando
necessario, e reuniées semanais para acompanhamento do desenvolvimento do
projeto, discussdes em grupo com o orientador e demais membro do grupo, e
orientacdes recorrentes. Além disso, a producéo textual é exigida pelo orientador
periodicamente como forma de aprimoramento da escrita da lingua portuguesa e

escrita cientifica para a producéo de artigos.



V. RESULTADOS E DISCUSSAO

Para provar o Teorema Pasting, precisamos revisar alguns conceitos antes.

Topologia: Seja S um conjunto e T uma colecdo de subconjuntos de S, T é dito ser

uma topologia em S se as seguintes trés propriedades sao satisfeitas:

1. peTeSEeT.
2. SeX < T,entdo UX € T (T é fechado sob unides arbitrarias).
3. SeY c TeY é finito, entho a NY € T (T é fechado quando ha infinitas

intersecoes).

Espacgo Topologico: Um espaco topoldgico € um par ordenado (X,T), onde X é um
conjunto qualquer e T € uma colecdo de subconjuntos de X, chamados de abertos,

gue satisfazem as seguintes propriedades:

1. O conjunto vazio e X sdo abertos em T.
2. Aintersecao finita de abertos em T é abertaem T.

3. A uniao arbitraria de abertosem T é abertaem T.

Os elementos de T sado chamados de "abertos" e seus complementares sao

chamados de "fechados".

Conjunto aberto: Um subconjunto X de R é considerado aberto em R se, para cada

namero real x € X, existe um intervalo aberto (a, b) contendo x € (a,b) e (a,b) € X.

Conjunto fechado: Dado um complementar aberto de X em R, entdo X é fechado em
R. Definicdo: (R\X = abertoem R) — (X = fechado em R)

Funcéo continua: Sejam (X,T,) e (Y, T,) espacos topoldgicos. Dizemos que f: X —
Y é continua se f~1(A) é fechado sempre que A for fechado. Podemos dizer que a
funcdo continua preserva a estrutura topoldgica dos espacos independente do

caminho feito.
Agora, podemos apresentar o resultado principal da pesquisa.

Teorema Pasting: Sejam (X,T) e (Y,U) espacos topoldgicos, onde A, B sdo
subconjuntos fechados de X taisque X =AUB,e f: A->Y e g:B — X séo funcdes
continuas, suponhamos que paratodo x € An B, f(x) = g(x). Seja h: X - Y definido

por:



f(x) sex€eA
g(x) sex€B

hG) = |

Entdo, h é continuo.

A seguir, apresentamos as ideias centrais da demonstracao.
Demonstracéo:
1.Sejax e h™1[C], x€e€(’
2. h(x)€C
3.X=AUB, xe(C'cX, xeX, xeAoux€RB
4, Assumaquex € Aex &B
5. h(x) = f(x)
. (2), h(x) € C, (5), h(x) = f(x), f(x) €C

[o2]

7.x € f7YC]

(o]

.Assumaquex € ANB

o

.De (7)e (8),x € f1[Clu g 1[C]

10. De (1), x € h™1[C], x é arbitrario

11.Se x € h™Y[C], entdo x € f~1[C]U g71[C]

12. Portanto, h™1[C] € fY[C]U g~1[C]

13. Mostra-se que f~1[ClU g 1[C] € h[C]

14. De (12) e (21), temos que h~1[C] = fL[C] U g~Y[C]. m
VI. CONCLUSAO

Com base no nosso estudo aprofundado sobre o Teorema do Pasting e funcdes
continuas em espacos topologicos, podemos concluir que esses conceitos
desempenham um papel crucial na analise e compreensédo das propriedades das
funcBes em contextos topoldgicos abstratos. Durante a pesquisa, exploramos como o
Teorema do Pasting estabelece uma importante relacdo entre a continuidade de
funcdes em partes de um espaco topologico e a continuidade resultante da funcao



global. Essa teoria oferece ferramentas poderosas para estudar funcbes em espacos

mais gerais, indo além dos espagos métricos.

Além disso, nossa investigacdo enfatizou a relevancia da topologia na matemética
e em varias areas da ciéncia. Func¢des continuas sdo essenciais para modelar
fenbmenos naturais e sistemas complexos, garantindo que as propriedades
topologicas sejam preservadas nas representacfes matematicas. Isso torna a teoria
das fungbes continuas em espacos topolégicos uma base soélida para diversas
aplicacOes, desde analise matematica até teoria das categorias e topologia algébrica.

No entanto, é importante reconhecer que nosso estudo € apenas uma introducao
a esses topicos fascinantes e que existem desafios e extensfes significativos a serem
explorados. A topologia € um campo em constante evolucdo, com aplicacdes em
matematica pura e ciéncia aplicada. Pesquisas futuras podem se concentrar em
estender esses conceitos para espacos topolégicos mais complexos, abrindo caminho
para novas descobertas e avancos no entendimento das fung¢des continuas e do

Teorema do Pasting.

Em suma, nosso estudo destaca a importancia de uma compreensao sélida dos
fundamentos da topologia e das func¢des continuas. Esses conceitos ndo tém apenas
aplicacdes praticas em diversas disciplinas cientificas, mas também buscam uma
base tedrica sélida para a matematica e a teoria dos espacos topoldgicos. Ao
continuar a explorar esses topicos e a enfrentar os desafios que surgem, contribuimos
para o avanco do conhecimento matemético e para a solucdo de problemas
complexos em diversos campos. A pesquisa futura nessa area promete revelar novas

conexodes e informagodes.
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