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Resumo Este artigo analisa a modelagem da estrutura a termo da curva de juros brasi-
leira através de um modelo dindmico afim livre de arbitragem e a decompde em compo-
nentes de expectativas sobre as taxas de juros futuras de curto prazo e prémio a termo.
E aplicado o modelo proposto por Adrian, Crump e Moench (2013), que utiliza varia-
veis de estado para capturar a dindmica da estrutura a termo, sendo estimado para trés e
cinco fatores, com resultados similares para ambos. Os modelos estimados ajustam-se
bem aos dados, entretanto, apresentam melhor aderéncia aos dados de taxas de juros
com menor maturidade. Adicionalmente, o prémio a termo, calculado como a diferenca
da curva de juros estimada e na medida neutra ao risco, cresce com as maturidades,
conforme esperado, porém informa valores de média e mediana negativos e decrescen-
tes em relagdo a maturidade, possivelmente refletindo a ocorréncia de inflacdo acima do
esperado no periodo.
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Abstract This article examines the modeling of the term structure of the Brazilian yield
curve through an arbitrage-free dynamic affine model, decomposing it into components
of expectations regarding short-term future interest rates and term premiums. The model
proposed by Adrian, Crump, and Moench (2013) is applied, utilizing state variables to
capture the dynamics of the term structure and estimated for three and five factors,
yielding similar results for both. While the estimated models fit the data well, they
demonstrate better adherence to data on lower maturity interest rates. Additionally, the
term premium, calculated as the difference between the estimated yield curve and the
risk-neutral measure, increases with maturities as expected. However, it reports negative
and decreasing mean and median values concerning maturity, possibly reflecting higher-
than-expected inflation during the period.
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1. Introducao

A estrutura a termo da taxa de juros € um tépico relevante em macro-
financas, pois reflete as expectativas dos participantes do mercado sobre o
caminho futuro da politica monetaria, bem como sua avaliacao das condicdes
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do mercado financeiro (CAO, 2016). Neste mesmo sentido, Gamage (2021)
afirma que a modelagem das taxas de juros é muito importante para macro-
economistas, economistas financeiros e gestores de renda fixa, visto que a
mesma ¢ ttil em aplicacdes financeiras, em previsdes para estrutura a termo
das taxas de juros, em previsdes de recessdes econdomicas, com impacto na
politica monetaria (para economistas), entre outras aplicacdes; o autor de-
fende que por esse motivo o tema tem sido amplamente estudado nas dltimas
décadas, o que permitiu um progresso notdvel na modelagem e estimativa
para este tipo de estudo.

Deste modo, estimar um modelo que prediz a estrutura a termo da curva
de juros € o assunto de vdrios trabalhos cientificos ao redor do mundo. Alguns
exemplos destes sdo, para os dados dos Estados Unidos, Christensen, Lo-
pez e Rudebusch (2010), Abrahams et al. (2016) e Adrian, Crump e Moench
(2013), para dados da Unido Europeia, Joyce, Lildholdt e Sorensen (2010) e
para os dados do Brasil, Vicente e Kubudi (2018). Neste dltimo os autores
destacam que ¢ interessante analisar os dados de economias em desenvol-
vimento, com destaque para a possibilidade de utilizar os dados dos titulos
indexados a inflacdio para estimar as curvas de juros e inflacdo implicita des-
tas para o caso brasileiro, que ndo é o enfoque deste trabalho, mas € também
uma possibilidade de aplicag@o da curva de juros. Trabalhos envolvendo apli-
cacdes para dados de paises em desenvolvimento ou, mais especificamente,
do Brasil, tratando da decomposi¢do da curva de juros em expectativa e pré-
mio a termo sdo mais raros.

De acordo com Cao (2016), a estrutura a termo da taxa de juros, ou a
curva de juros, mostra as taxas de juros ou os yields em relagc@o a diferentes
maturidades para cada ponto no tempo e, para modelar a mesma, modelos
afins da estrutura a termo ganharam popularidade, estes sdo, de modo geral,
modelos em que os yields dos titulos sdo afins (ou seja, lineares mais cons-
tante) no vetor de estados. Este trabalho tratard da decomposi¢ao da estrutura
a termo da curva de juros brasileira através de um modelo dindmico afim li-
vre de arbitragem, bem como da obten¢do da estimativa do prémio a termo
para os dados do pafs através desta. Para atingir esse propésito serd utilizado
a abordagem proposta por Adrian, Crump e Moench (2013) (abreviada por
ACM).

Portanto, este pretende modelar a estrutura a termo da curva de juros bra-
sileira através de modelo dindmico afim livre de arbitragem e decompor a
mesma em componentes de expectativas e de prémio a termo. Pretende-se
modelar a estrutura a termo da curva de juros, bem como discutir, com o au-
xilio deste modelo, o prémio a termo. Busca-se responder se € possivel utilizar
a abordagem proposta por ACM para estimar um modelo afim livre de arbitra-
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gem e decompor a curva de juros brasileira em expectativas de juros e prémio
a termo. Além desta introducio, o trabalho estd organizado nas seguintes se-
¢oes: A Secdo 2 apresenta uma breve revisdo da literatura, visando expor os
conceitos de curva de juros e os métodos mais utilizados para construcdo das
mesmas, bem como os modelos afins, incluindo uma breve observag¢do de mo-
delos afins estimados na literatura; as Se¢des 3 e 4 contém, respectivamente,
a apresentacdo do modelo utilizado neste estudo e informagdes sobre o mer-
cado de titulos publicos e o mercado de Contratos de DI Futuro do Brasil,
bem como a apresentacdo da base de dados utilizada; na Secdo 5 sdo apon-
tados os resultados empiricos da decomposicdo da estrutura a termo da curva
de juros brasileira e, por fim, a Secdo 6 expde as consideragdes finais deste.

2. Revisao de Literatura

Segundo Caldeira (2011, p. 96) “Estrutura a termo ¢ uma func¢io que re-
laciona determinada varidvel financeira ou pardmetros, a suas maturidades.”.
A Curva de juros, também conhecida como yield curve, no inglés, € uma
estrutura a termo, mais precisamente a estrutura a termo da taxa de juros a
vista, que relaciona essas taxas com diferentes maturidades para cada ponto
no tempo. Entretanto, quando alisados os dados do mercado, observa-se um
conjunto discreto de pontos com taxas de juros e maturidades diferentes, que
nao fornecem uma curva completa, ja que nem todas as maturidades distintas
sd0 observadas nos titulos disponiveis no tempo t em andlise. Para solucionar
esta questdo diversos modelos e técnicas foram desenvolvidos, estes mode-
los podem ser divididos em paramétricos, que possibilitam a interpretacio
econdmica dos fatores que o compdem e usualmente apresentam um bom
desempenho em previsdes da curva de juros, € nao paramétricos, que nao per-
mitem a interpretagdo econdmica, mas tendem a apresentar um melhor ajuste
da curva de juros (CALDEIRA, 2011).

A interpolacdo € a forma mais utilizada para estimar as taxas de juros com
maturidades ndo disponiveis no mercado, para isso sdo empregados, entre ou-
tras técnicas, polindmios com formas conhecidas para relacionar maturidade
e taxas de juros, através dos dados dos titulos com maturidades negociadas.
Existem diferentes métodos de interpolacdo, que permitem que seja possivel
estimar estes valores tanto em modelos paramétricos, usualmente utilizando
polindmios, como em ndo paramétricos, onde existem diversas técnicas de
estimagdo, como interpolagdo exponencial e métodos baseados em splines;
cabe destacar que os resultados obtidos com interpolacdo de uma curva de
juros admitem oportunidades de arbitragem (o que ndo é uma caracteristica
desejavel para modelos) visto que essa técnica ndo estd associada a condicdes
de equilibrio (CALDEIRA, 2011).
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De acordo com relatério do Bank for International Settlements, ou Banco
de Compensacdes Internacionais, BIS (2005), os bancos centrais (participan-
tes do relatério) ao estimar a curva de juros zero-cupom adotam os modelos
de Nelson e Siegel ou a extensao de Svensson. Segundo este relatério, os mo-
delos paramétricos tém como principio a defini¢do de uma func¢do tnica (que
varia conforme a abordagem adotada) para todo o dominio de maturidade dos
titulos, onde os parametros do modelo sdo determinados por meio da minimi-
zacdo dos desvios quadrados entre os pregos tedricos e observados. Seguindo
Caldeira (2011) e BIS (2015), o modelo de Nelson e Siegel tenta realizar a es-
timativa ajustando uma funcao de desconto para os dados de pregos de titulos
para tempo t. Svensson estendeu o modelo de Nelson e Siegel adicionando
mais dois pardmetros para melhorar a flexibilidade e o ajuste das curvas.

Ja os modelos ndo paramétricos, ou modelos baseados em splines, sdo o
tipo de modelo em que a técnica de interpolagdo utilizada se da pela defini-
¢a0 de uma funcdo spline que ndo especifica uma tinica forma funcional para
todo o conjunto de maturidades, mas ajusta a curva de juros com base em
um polindmio por partes, ja que conecta os segmentos individuais aos nés
estabelecidos (knot points); de outro modo, com os splines desenha-se curvas
suaves através de um conjunto de pontos. Uma determinada funcao continua
pode ser aproximada, em um intervalo fechado, selecionando um polindmio
arbitrario, onde a qualidade do ajuste aumenta com a ordem do polindmio,
porém polindmios com maior ordem frequentemente apresentam insuficien-
tes propriedades de suavizacdo, por isso funcdes splines sdo geralmente ba-
seadas em polindmios de baixa ordem, como um spline cubico, que € um
polindmio ctibico por partes restrito nos knot points de modo que seu nivel
e duas primeiras derivadas sdo idénticos, onde cada pardmetro corresponde a
um knot no spline. (CALDEIRA, 2011; BIS, 2005).

BIS (2005) destaca o método de splines de suaviza¢do, onde o nimero de
parametros a serem estimados ndo é fixado antecipadamente. Em vez disso,
parte-se de um modelo com um excesso de pardmetros, o que garante a fle-
xibilidade da curvatura, e determina-se o nimero ideal de pardmetros por
meio da minimizacdo da razdo de uma medida de qualidade de ajuste para o
nimero de pardmetros, penalizando, assim, parametros que ndo contribuem
significativamente para o ajuste do modelo. Outro método ndo paramétrico
possivel € a interpolagdo exponencial, que, segundo Caldeira (2011), é um
método linear no logaritmo dos fatores de desconto. Este é geralmente o mé-
todo bésico aplicado antes de qualquer outro, pois é muito estdvel e simples
para implementar.

Modelos afins, de acordo com Cao (2016), ganharam grande popularidade
na modelagem de estruturas a termo. De modo geral, modelos afins incluem
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modelos em que os yields dos titulos sdo afins, ou seja, lineares, no vetor
de variaveis de estados (variavel de estado, ou state variable, é uma variavel
utilizada para descrever o "estado"matematico de um sistema dinamico, esta
descreve o suficiente sobre o sistema para estimar o seu comportamento fu-
turo na auséncia de externalidades). A secdo transversal de um modelo afim
pode ser escrita formalmente como:

y(n) = A(n) +B(n)x, (1

onde, y(n) € o yield para maturidade n, A(n) e B(n) sdo pardmetros do modelo
e X € o vetor de varidveis de estado. Ainda de acordo com o mesmo autor,
as restricdes impostas ao modelo controlam como os pregos dos titulos sdo
determinados pelas varidveis de estado.

“Desde a década de 70, a literatura passou a construir modelos de fatores
ndo observaveis (modelos afins) para representar e prever a curva de juros
[...]” (CALDEIRA, 2011, p. 97), assim, diversos trabalhos foram sendo ela-
borados, ao decorrer do tempo, para desenvolver, aprimorar ou aplicar mo-
delos afins na estimacao da curva de juros. Um destes foi o estudo em que
Litterman e Scheinkman (1991) concluiram que trés fatores sdo suficientes
para modelar a curva de juros, sendo estes chamados de nivel, inclina¢do e
curvatura, nomeados de acordo com como choques nesses fatores afetam a
curva de juros.

Entre as curvas de juros estimadas na literatura recente estdo os trabalhos
de Christensen, Lopez e Rudebusch (2010), Abrahams et al. (2016), Adrian,
Crump e Moench (2013), Joyce, Lildholdt e Sorensen (2010) e Vicente e
Kubudi (2018), cabe realizar uma breve revisio destes, observando como os
autores utilizam os modelos afins em seus estudos.

Christensen, Lopez e Rudebusch (2010) desenvolvem um modelo afim li-
vre de arbitragem Nelson-Siegel, do inglés affine arbitrage-free Nelson—Siegel
model, da estrutura a termo que captura o pre¢o de ambos (nominais e reais)
titulos do Tesouro dos Estados Unidos, modelo este que permite aos autores
decompor as breakeven inflation rates de qualquer vencimento em expectati-
vas de inflacdo e prémios de risco de inflacdo. Para estimar este modelo os
autores estimam primeiramente modelos separados, visando adquirir infor-
macdes para a constru¢cdo do modelo conjunto. Este modelo conjunto foi es-
timado com quatro fatores, sendo estes um fator de nivel real (especifico para
rendimentos reais), um fator de nivel nominal (para rendimentos nominais)
e fatores comuns de inclina¢do e curvatura. As expectativas de inflagdo cal-
culadas através do modelo dos autores ficaram com uma elevada correlagdo
com as expectativas de inflacdo estimadas por pesquisa, enquanto os prémios
de risco estimados oscilaram em um intervalo proximo de zero. Estes autores
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estruturaram o seu estudo, construindo o modelo e, na sequéncia, alisando as
expectativas de inflacdo calculadas através deste.

Outro modelo que estima ambas as curvas de juros conjuntamente com
os dados do Tesouro dos Estados Unidos € o de Abrahams et al. (2016). Os
autores estimam um modelo afim de estrutura a termo, bem como utilizam
este modelo para analisar o efeito e transmissdo de politicas monetérias. O
modelo é ajustado para a relativa iliquidez dos titulos indexados a inflacdo
e gera estimativas do prémio de risco de inflacdo, para isso foi construido
com seis fatores de precificacdo, sendo estes trés componentes principais do
corte transversal dos rendimentos do Tesouro, dois componentes principais
extraidos dos rendimentos indexados a inflagdo ortogonalizados e o fator de
liquidez. Este modelo produz expectativas de inflagdo de longo prazo ajusta-
das ao risco, que se alinham muito perto com pesquisas de expectativas de
inflacdo.

Assim como ambos os trabalhos supracitados, Adrian, Crump e Moench
(2013) utilizam os dados do Tesouro dos Estados Unidos na construcio de
seu modelo. Os autores propdem uma abordagem de modelo afim com cinco
fatores e mostram como o mesmo fornece uma melhor representacdo dos da-
dos do que um modelo de quatro fatores, outra caracteristica destacada do
modelo idealizado € que o mesmo ndo exige a disponibilidade de dados de
titulos sem cupom, consegue estimar a curva de juros com uma taxa de ju-
ros de curto prazo livre de risco e um conjunto de fatores de precificagdo que
abrangem a seco transversal dos rendimentos dos titulos. O modelo utilizado
neste estudo seguird a o método de estimag@o proposto por estes autores.

J4 Joyce, Lildholdt e Sorensen (2010) apresentam um modelo que utiliza
dados do Reino Unido a partir do periodo em que o pais adotou uma meta de
inflagdo explicita. O estudo adota um modelo afim de estrutura a termo esti-
mado utilizando ndo somente os dados dos titulos do governo como também
os dados de pesquisas. Outro ponto a se destacar € que o modelo estimado
ndo impde restricdes de arbitragem entre os rendimentos nominais e reais.
Os autores consideraram que duas varidveis latentes (varidveis que ndo sdo
diretamente observadas, mas sim inferidas) conduzem taxas reais esperadas
de curto prazo e que esses dois fatores, acrescidos do Retail Price Index (me-
dida de inflacdo antiga que ainda é publicada, mas nio € considerada oficial
pelo governo do Reino Unido) e mais uma varidvel ndo observada conduzem
a curva nominal e os acréscimos nas taxas reais de acordo com 0s prazos
mais longos; além disso, os autores acrescentaram como uma varidvel de in-
formacao adicional a inflacdo média esperada de cinco a 10 anos da pesquisa
Consensus survey (a ideia € que, na média, as expectativas do modelo e da
pesquisa sejam iguais). De modo geral, com alguns periodos de excecdes,
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esse modelo se adequou bem aos dados.

Estudos de curvas de juros com dados brasileiros sdo mais raros, um
exemplo desse tipo de estudo ja realizado € o trabalho de Vicente e Kubudi
(2018), estes autores adotaram o modelo afim (versdao Gaussiana dos modelos
afins) como a estrutura paramétrica para capturar a articulacdo dindmica dos
rendimentos nominais e reais, modelo este estimado com o uso da técnica de
filtro de Kalman. Assim como em Joyce, Lildholdt e Sorensen, houve a unido
de fatores latentes e varidveis macroecondmica, visando melhorar o desem-
penho de previsdo do modelo, para isso foram inclusos dados de pesquisa no
procedimento de estimativa. O modelo adotado possui quatro fatores, sendo
que dois afetam conjuntamente as curvas de juros nominal e real e os outros
dois sdo especificos de uma das curvas. Os dados utilizados pelos autores fo-
ram referentes ao mercado brasileiro de renda fixa no periodo entre abril de
2005 e fevereiro 2016 e os resultados desse modelo foram utilizados pelos
autores para compreender, principalmente, as varia¢cdes do prémio de risco
de inflag@o e a politica monetdria (é constado que a politica monetaria tem
efeitos sobre a expectativa de inflacdo e o prémio de risco). Assim como estes
autores, a proposta deste é construir um modelo com os dados do mercado
brasileiro.

Desta maneira, modelos afins séo frequentemente utilizados na literatura,
com objetivos de estudo, andlises, métodos e resultados variados. Estes per-
mitem estimar a curva de juros através de modelos onde os yields apresentam
uma relag@o linear (com uma constante mais um parametro relacionado a
varidvel explicativa) com o vetor de varidveis de estados/os parametros utili-
zados para estimar este. O método de estimacdo utilizado para este estudo é o
proposto por Adrian, Crump e Moench (2013), visando modelar a estrutura a
termo de juros brasileira e decompor a mesma em componentes de expectati-
vas sobre as taxas de juros de curto prazo e prémio a termo.

3. O Modelo

O modelo utilizado neste estudo € o estruturado por Adrian, Crump e Mo-
ench (2013), com o uso do artigo de Abrahams et al. (2016) como uma refe-
réncia adicional/material de apoio para este. A abordagem de ACM captura a
dinimica da estrutura a termo através de varidveis de estado relacionadas por
um vetor autorregressivo (VAR), modelado linearmente, propondo o uso dos
componentes principais deste para capturar as diversas dimensdes da curva
de juros, defendendo especialmente o modelo que utiliza cinco fatores.

Adrian, Crump e Moench (2013) propuseram uma abordagem baseada
em regressao para a precificagdo da taxa de juros, para isso desenvolveram
um estudo com fatores observaveis e trés etapas de estimagdo de parametros.
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Outra caracteristica destacada desta abordagem é que a mesma ndo exige a
disponibilidade de dados de titulos sem cupom, pois consegue estimar a curva
de juros com uma taxa de juros de curto prazo livre de risco € um conjunto
de fatores de precificacdo que abrangem a secdo transversal dos rendimentos
dos titulos.

Para regredir este modelo assume-se que a dindmica de um vetor Kx1,
sendo K o niimero de fatores do modelo, de variaveis de estado X; .| evolui
de acordo com vetor autorregressivo (VAR):

Xip1 = U+ DX+ Vg1, 2

onde assume-se que os choques (ou inovagdes, ou erros) vy seguem con-
dicionalmente uma distribui¢do Gaussiana (ou normal) com uma matriz de
variancia-covariancia X:

vi[{Xs}5—o ~ N(0,%), 3)

sendo que {X;}._, denota todo o histérico de X;.

A suposicdo do modelo ser livre de arbitragem implica que existe um
Kernel de precos M; tal que permite denotar o preco do titulo zero-cupom
como:

P =E M PIY]. )

De outro modo, essa taxa estocastica de desconto (Kernel de precos) fun-
ciona como uma das restricdes que garantem que a estrutura a termo seja livre
de arbitragem. Assumindo que M; | € exponencialmente afim:

1 _
M; 1 =exp (Vf.,l - Eltlaft - ltlz' 1/ZVHrl) . (5)

Os autores ainda assumem que os precos de mercado do risco, A;, sdo
essencialmente afins, sendo que Ay e A; sdo os pardmetros de risco:

=22 A+ MiX,). (6)

Sendo ry 0 excesso de retorno e 7y a taxa livre de risco, € possivel escrever
0 excesso de retorno para o tempo ¢ + 1:

(n—1)

. PUTY ZlogPl — 1. %

=loghy,

Ix

Aplicando as equagdes (5) e (7) em (4):
_ 1) Lo e
1 =E |exp |y, zltﬁ,, AX v ) )
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. —1 . . . o~
Assumindo que {rxt(i1 ),Vt+1} seguem conjuntamente uma distribui¢ao
normal, de modo que:

n— n— — 1 n—
E, [rxt(ﬂl)] = Cov, {rxt(ﬂl),v;HZ 1/224} - EVar, [rxt(ﬂl)] . 9)
Definindo B,(nfl), como:
BV = Cov, [rxt(’g”,vgﬂ} ol (10)

Utilizando a Equag@o (6):
n— n—1) 1 n—
E, [rxl(H 1)} =BV o+ 1X,] — 3 Var, [rxfﬂ ”} . (11)

E possivel decompor o excesso de retorno nao esperado pelo modelo em
um componente relacionado ao v, e outro condicionalmente ortogonal:

) =Bl = v el (12)
(n—1)

sendo assumido que ¢, ; * € condicionalmente independente e identicamente
distribuida (i.i.d.), com variancia 2. Dada a Equagdo (10), é possivel perce-
ber que )/,("71) = ﬁ,(nfl), mas cabe destacar que por construgdo 3 é constante,
devido ao fato de ser utilizado, para estimar os fatores do modelo, 0 mesmo
conjunto de yields. Assim, o processo gerador de logaritmos de excesso de

retorno €:

_ e 1o — 2 - n—
g =B G0t X)) =SBV o)+ B v+ AR ad)
N— — N—_——r

N——"
Retorno esperado Inovagdes no retorno - Termo de erro

N—_— ——o—
Ajuste de convexidade

E possivel reescrever a Equacdo (13) empilhando a mesma em maturida-
des e tempos (periodos) como:

1
rx=B' Aoty _p+MX)— 5(B*vec(Z) +0ly) iy +BVHE, (14)

onde rx é uma matriz N x (T — 1) dos excessos de retorno, sendo N o ni-
mero total de maturidades selecionadas para a andlise e 7 — 1 o nimero
total de periodos de tempo contidos nos dados de rx (T é o nimero to-
tal de periodos nos yields, considera-se a redugdo de 1 do periodo total da
base); B é uma matriz dos pesos dos fatores de dimensdes K x N; Ur—1)
e 1y sdo vetores de 1 de dimensdes (T — 1) x 1 e N x 1, respectivamente;
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X_ é uma matriz K x (T — 1) dos fatores defasados em um periodo; B* =
[vec(BMWBWY . .vec(BWM BN ¢ uma matriz N x K?; V é uma matriz
K x (T —1);e E é uma matriz N x (T —1).

Deste modo, os pardmetros do modelo proposto por Adrian, Crump e Mo-
ench (2013), apresentado acima, sio estimados a partir de um processo de trés
etapas, sendo as mesmas:

1. Estimar por Minimos Quadrados Ordindrios (MQO) a Equacdo (2);

2. Regredir o excesso de retorno em funcdo de uma constante, da varia-
vel de estado defasada e da inovagdo estimada na etapa 1, conforme a
seguinte equagio:

rx:al{T71)+ﬁ/V+cX_+E; (15)

3. Estimar o preco dos parimetros de risco Ay e A; através de regressdo
transversal.

Concluidas as trés etapas resta estimar a curva de juros; as préximas sub-
secdes tratam de cada uma destas etapas, visando melhor explicar o processo
de decomposi¢do da estrutura a termo da curva de juros.

3.1 Etapa 1 - Variaveis de Estado e Fatores do Modelo

Para realizar a primeira etapa do modelo, é necessario obter dos dados
as variaveis de estado, estas sdo compostas pela decomposi¢do de K compo-
nentes principais dos yields padronizados. Com os componentes principais
prontos, pode-se utilizar os mesmos para estimar a Equag¢ao 2 por meio de
uma regressdo de Minimos Quadrados Ordindrios (MQO); os componentes
principais sdo incluidos em X;;; e em X; ou, de forma similar, X; e X;_i,
considerando a possibilidade de utilizar uma adaptacdo da Equacdo 2 com
defasagem do tempo, como X; = u + ®X,_ + v, cabendo chamar a ateng@o
que caso seja optado por realizar essa alteracdo € necessdrio realiza-la para
todas as equagdes do modelo.

Com isso, decompdem-se X;| em uma componente previsivel depen-
dente de seu passado e uma componente de choque V;y{. Os V;y| sdo em-
pilhados em uma matriz V de dimensdes K x (T — 1), considerando que ao
incluir os componentes principais em X, e X; “perde-se” uma referéncia
de tempo de T', dado que € necessario comparar cada dado de tempo ¢ com
um dado de tempo ¢ + 1. Com a matriz V calcula-se a matriz de variancia-

covariancia X: |
r=—V'V. 16

10
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3.2 Etapa 2 - Regredir o Excesso de Retorno

Nesta etapa, deve-se regredir o excesso de retorno em fungdo de uma
constante, da varidvel de estado defasada (X_) e da matriz V estimada na etapa
1, conforme a Equagdo 15. A estimagdo desta por MQO ¢ feita coletando os
regressores na matriz Z = [17 V' X" |', de modo que os estimadores se tornam:

[a'e| = rZ' (ZZ') — 1. (17)

Coleta-se os residuos da regressdao em uma matriz £, com dimensdes N X

(T —1). Com isso, estima-se 62 = }t;((fifll)) lembrando que o trago de uma

matriz quadrada € a soma de sua diagonal principal. Aqui também se deve
construir o B*, que é uma matriz N x K2, com base no f3:

B =[vec(B) 1) ... vec(B™) gV (18)

Convém ainda nessa etapa relacionar a Equacgéo (15) com a Equagéo (14),
visto que os estimadores d e ¢ da primeira correspondem a:

a= 20— %(B*vec(Z) +6%) (19)

=B (20)

3.3 Etapa 3 - Parametros de Risco e Estrutura a Termo

Com base nas Equacdes (19) e (20) € possivel obter os seguintes estima-
dores para os parametros de risco:

do= (BB) ' Ba+ 5(Bvec(S) + o*w)) @
A= (BB Be. (22)

Com todos os parametros descritos nas trés etapas estimados € possivel
construir a curva de juros em funcéo dos pardmetros de risco A9 € A;, bem
como construir a curva de juros na medida neutra ao risco assumindo esses
dois parametros como zero. Sob as hipdteses assumidas na construgdo deste,
pode-se afirmar que os pregos dos titulos sdo exponencialmente afins no vetor
de variaveis de estado:

InP'=A,+B,)'X, +ul. (23)

11
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Substituindo a Equagdo (23) na Equacéo (7):
M =An 1 B X+l — Ay —B)X, —u] + A +BX, +ul. (24)
Igualando o excesso de retorno da Equacdo (24) com a da Equag@o (13):
An 4By Xopt + U — Ay —B/X —uf + Ay +B/X, +u! = BV (%
+Mx)fgﬂmﬂtmﬁn+o%+mwwwﬂ+4ﬁ” (25)
sendo Ag =0, A; = —&, Bp = 0 e B; = —6;, combinando os termos, obtém-

se o seguinte sistema de restricdes lineares recursivas para os parametros de
precificacdo de titulos:

1
Ap=A 1 +B, 1 (u—20)+ 2(B:l—lzBl’l—1+62>_60’ (26)
B,=B,_(®P—1)-6, 27
r+11 —u +“t = t(+1 )7 (28)

onde & e ) sdo obtidos pela regressdo por MQO de:
tf, = & + 8/X,. (29)

Aqui A, e B,, devem ser estimados para todas as maturidades possiveis, e ndo
somente para as maturidades selecionadas utilizadas na etapa 2.

4. Titulos Publicos Brasileiros e Base de Dados

Os titulos da divida publica brasileira sdo emitidos pelo Tesouro Nacional
no mercado primdrio e, de acordo com Brasil (2020), “Uma vez emitidos, os
titulos podem ser livremente negociados entre as partes, formando assim o
mercado secundario de titulos piblicos.”; a existéncia desse mercado secun-
dério e a circulagdo de titulos piblicos no mesmo é importante, entre varias
outras razdes, para garantir e elevar a liquidez desses titulos. Os principais
titulos emitidos pelo tesouro nacional, segundo Brasil (2020), s@o as Letras
do Tesouro Nacional (LTN), as Notas do Tesouro Nacional F (NTN-F), as
Notas do Tesouro Nacional B (NTN-B) e as Letras Financeiras do Tesouro
(LFT). Cabe observar os trés primeiros titulos citados. Os titulos prefixados
sdo as LTN e NTN-F. As Letras do Tesouro Nacional sdo titulos sem cupom
(ndo possuem uma remuneracao periddica do titulo) enquanto as Notas do Te-
souro Nacional F pagam cupons semestrais. Ja as Notas do Tesouro Nacional
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B sio titulos indexados ao Indice Nacional de Precos ao Consumidor Amplo
(IPCA).

Entretanto, o Contrato de DI Futuro da Bolsa de Mercadorias e Futuros é
um dos principais instrumentos para construir a curva de juros brasileira, pois
€ um dos maiores mercados de renda fixa entre as economias emergentes. O
mesmo tem por caracteristica negociar a taxa efetiva do Certificado de Dep6-
sito Interbancério (CDI) didrio, de hoje até a data de vencimento do contrato
futuro, o CDI representa a taxa média pela qual os bancos trocaram depésitos
com vencimento no dia util seguinte, essa taxa tem grande correlagdo com a
taxa SELIC (Sistema Especial de Liquidacdo e Custddia), que € a taxa basica
de juros da economia brasileira (CALDEIRA; MOURA; PORTUGAL, 2010;
CALDEIRA; MOURA; SANTOS, 2016; FRANCA, 2010).

Para a construcao do modelo proposto sdo utilizados os dados do Contrato
Futuro de Depésitos Interfinanceiros (DI Futuro) como referéncia de titulos
nominais. Estes podem ser obtidos através das informacdes fornecidos pela
B3 (Brasil, Bolsa, Balc@o - sigla da Bolsa de Valores oficial do Brasil). Os
dados consistem nos valores de taxas de juros, nos yields, dos contratos de
DI Futuro da Bolsa de Mercadorias e Futuros e, para o estudo, foram utili-
zados os valores de fim de més de janeiro de 2006 até janeiro de 2022 para
maturidades de um més até 10 anos (120 meses).

Tabela 1
Estatisticas descritivas dos yields dos contratos de DI Futuro brasileiros em
percentual entre janeiro de 2006 até janeiro de 2022 com maturidades

selecionadas
Maturidade Min. Med. Média Max. Desv. Ass  Curt
(anos) Padrao

0,5 1,96 10,72 9,80 16,39 3,47 -0,44  -0,60
1 2,32 10,76 10,06 16,01 3,35 -0,44 -0,59
1,5 2,84 11,16 10,34 16,24 3,18 -043 -0,53
2 3,38 11,30 10,59 16,63 3,02 -0,41 -045
3 434 11,56 10,94 17,53 2,76 -0,34  -0,31
4 5,07 11,72 11,16 18,10 2,59 -0,26  -0,19
5 562 11,76 11,31 18,42 2,48 -0,19 -0,09
6 6,03 11,81 11,42 18,53 2,39 -0,13  -0,01
7 6,35 11,78 11,49 18,51 2,33 -0,08 0,05
8 6,55 11,85 11,55 18,40 2,28 -0,04 0,07
9 6,67 11,85 11,60 1823 2,24 -0,02 0,08
10 6,76 11,85 11,64 18,03 2,20 0,00 0,08

Fonte: Elaborado pelos autores.
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Figura 1
Yields dos contratos de DI Futuro brasileiros em percentual entre janeiro de
2006 até janeiro de 2022 para maturidades de 1, 2, 5 e 10 anos
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Fonte: Elaborado pelos autores.

A Tabela 1 apresenta um compilado de estatisticas descritivas para os da-
dos dos yields dos contratos de DI Futuro brasileiros em percentual para as
maturidades de 6, 12, 18, 24, 36, 48, 60, 72, 84, 96, 108 ¢ 120 meses. Nesta
se observa nos valores de minimo, mediana, média e maximo que para ma-
turidades maiores os titulos tendem a ter maiores taxas de juros. Verifica-se
que hd uma assimetria negativa, assimetria a esquerda, para as menores ma-
turidades e que essa assimetria vai reduzindo, gradativamente, para maiores
maturidades (em relacdo as diferentes maturidades analisadas na Tabela 1)
tornando-se simétrica (o coeficiente de assimetria da maturidade de 10 anos
¢ igual a zero), isso indica que os yields de maturidades menores tendem a
ter um deslocamento da distribui¢do a esquerda, tendem a se repetir mais em
valores menores (mais do que a distribui¢do normal). Os dados apresentam
valores de curtose negativos para titulos com menor maturidade, isso indica
que a distribuicdo tem caudas mais leves do que a distribui¢do normal, com as
maiores maturidades apresentadas na tabela 1, a curtose vai se aproximando
de zero (distribui¢do normal) e até tornando-se levemente positiva com mai-
ores maturidades (um valor de curtose positiva indica que a distribui¢do tem
caudas mais pesadas do que a distribuicao normal).
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A Figura 1 apresenta graficos das informagdes dos valores em percentual
dos yields dos contratos de DI Futuro brasileiros para as maturidades de 12,
24, 60 e 120 meses em relagdo ao tempo, observando o movimento das taxas
de juros no tempo para a mesma maturidade. A Tabela 1, em conjunto com
a Figura 1, contribuem para observagao das caracteristicas das taxas de ju-
ros dos contratos de DI Futuro, com os mesmos observa-se que, assim como
o indicado pela literatura, maturidades maiores tendem a apresentar maio-
res taxas de juros (inclusive devido ao prémio a termo). Através da Figura 1
também é observado que parece haver uma relacio entre as diferentes maturi-
dades de um mesmo periodo, visto que as quatro maturidades apresentam um
comportamento relativamente similar em periodos préximos (mas, em ‘“ni-
veis” diferentes, visto que maturidades maiores tendem a ter maiores yields),
sendo que isto € mais aparente em maturidades mais préximas entre si (como
de 1 e 2 anos).

Tabela 2

Estatisticas descritivas do retorno dos contratos de DI Futuro brasileiros em
percentual entre janeiro de 2006 até janeiro de 2022 com maturidades

selecionadas
Maturidade Min. Med. Média Max. Desv. Ass Curt
(anos) Padrao
0,5 -0,23 0,88 0,84 1,79 0,34 -0,25 0,09

—_—

-1,87 0,91 0,90 3,38 0,56 -0,07 4,21

1,5 -3,11 0,98 0,95 5,28 0,88 0,13 4,37
2 -3,89 1,12 0,99 7,19 1,24 0,19 3,75
3 -7,71 1,27 1,04 11,06 2,01 0,06 4,12
4 -1325 1,45 1,07 15,15 2,83 -0,12 541
5 -18,67 1,49 1,09 19,34 3,65 -0,25 6,45
6 -23,60 1,64 1,11 23,33 4,45 -0,33 6,89
7 -27,88 1,65 1,13 26,87 5,23 -0,36 6,79
8 -31,47 1,79 1,14 29,79 5,98 -0,38 6,28
9 -34,43 1,98 1,16 32,00 6,71 -0,39 5,54
10 -36,83 2,03 1,18 33,49 7,43 -0,38 4,73

Fonte: Elaborado pelos autores.

A Tabela 2 apresenta o compilado de estatisticas descritivas para os dados
dos retornos dos contratos de DI Futuro brasileiros para as maturidades de
6, 12, 18, 24, 36, 48, 60, 72, 84, 96, 108 ¢ 120 meses. Os dados de 0,5 e
1 ano de maturidade, bem como os com maturidades maiores ou iguais a 4
anos, apresentados na Tabela 2, exibem valores de assimetria negativos, em
diferentes graus, enquanto maturidades de 1,5, 2 e 3 anos exibem assimetrias
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Figura 2
Retorno dos contratos de DI Futuro brasileiros em percentual entre janeiro de
2006 até janeiro de 2022 para maturidades de 1, 2, 5 e 10 anos
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Fonte: Elaborado pelos autores.

positivas. J4 em todas as maturidades apresentadas na tabela observa-se um
valor positivo de curtose (a curtose que mais se aproxima de uma normal € a
de 0,5 ano, com um valor de 0,09), isso indica que a distribui¢ao de dados para
cada uma dessas maturidades tem caudas mais pesadas do que a distribuicio
normal.

Ja a Figura 2 apresenta a informacgdo dos valores em percentual dos re-
tornos dos contratos de DI Futuro brasileiros para as maturidades de 12, 24,
60 e 120 meses em relagdo ao tempo, observando o movimento das taxas
de retorno no tempo para a mesma maturidade. Observando-se a Tabela 2
em conjunto com a Figura 2, é possivel constatar algumas caracteristicas dos
retornos calculados: como o fato de que, maturidades maiores tendem a apre-
sentar maiores taxas de retorno na média (e mediana), entretanto a amostra
tem maior desvio padrdo conforme maior a maturidade, de modo que mai-
ores maturidades sdo “mais arriscadas”, ou seja, apresentam a possibilidade
de maior variagdo no retorno (lembrando que o retorno € a diferenca entre o
logaritmo do preco de um més com o do més anterior — este ultimo com a
maturidade maior em um més).

A Tabela 3 apresenta o compilado de estatisticas descritivas para os da-
dos dos excessos de retornos dos contratos de DI Futuro brasileiros para as
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Tabela 3
Estatisticas descritivas dos excessos de retorno contratos de DI Futuro
brasileiros em percentual entre janeiro de 2006 até janeiro de 2022 com
maturidades selecionadas

Maturidade Min. Med. Média Max. Desv. Ass Curt

(anos) Padrao
0,5 -0,78 0,02 0,02 0,64 0,14 -0,26 6,85
1 242 0,12 0,08 2,22 0,44 -0,31 7,19
1,5 -3,65 0,19 0,14 4,12 0,80 -0,08 5,08
2 443 0,25 0,18 6,04 1,18 0,00 4,09
3 -8,86 0,40 0,22 9,90 1,97 -0,10 4,47
4 -14,39 0,56 0,25 14,00 2,80 -0,26 5,78
5 -19.81 0,66 0,28 18,19 3,62 -0,37 6,77
6 -24,74 0,93 0,29 22,18 4,43 -0,42 7,17
7 -29,02 0,99 0,31 25,71 5,20 -0,45 7,02
8 -32,61 1,02 0,33 28,63 5,96 -0,46 6,47
9 -35,57 1,21 0,34 30,84 6,69 -0,45 5,70
10 -3797 124 0,36 32,33 7,41 -0,45 4,87

Fonte: Elaborado pelo autor.

maturidades de 6, 12, 18, 24, 36, 48, 60, 72, 84, 96, 108 e 120 meses. As di-
ferentes maturidades apresentadas na Tabela 3 denotam valores de assimetria
negativos, exceto a maturidade de 2 anos que € simétrica (as maturidades mais
proximas a dois anos na tabela, que s@o 1,5 e 3 anos, também apresentam um
menor grau de assimetria ao serem comparadas com as outras maturidades).
Todas as maturidades apresentadas nesta tabela possuem um valor positivo
de curtose, o que indica que a distribuicdo de dados para cada uma dessas
maturidades tem caudas mais pesadas do que a distribui¢do normal.

J4 a Figura 3 apresenta a informacao dos valores em percentual dos exces-
sos de retorno dos contratos de DI Futuro brasileiros para as maturidades de
12, 24, 60 e 120 meses em relag@o ao tempo, observando o movimento das ta-
xas de excesso de retorno no tempo para a mesma maturidade. Observando-se
a Tabela 3 em conjunto com a Figura 3, € possivel constatar algumas caracte-
risticas dos excessos de retornos calculados, como o fato de que, maturidades
maiores tendem a apresentar maiores taxas de retorno na média (e mediana),
entretanto a amostra tem maior desvio padrdo conforme maior a maturidade,
de modo que maiores maturidades sdo “mais arriscadas”, ou seja, apresentam
a possibilidade de maior variagdo do excesso de retorno.

Com as principais caracteristicas dos dados dos contratos de DI Futuro
brasileiros observadas, cabe verificar os resultados do modelo estimado.
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Figura 3
Excesso de retorno dos contratos de DI Futuro brasileiros em percentual entre
janeiro de 2006 até janeiro de 2022 para maturidades de 1, 2, 5 e 10 anos
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Fonte: Elaborado pelos autores.

5. Resultado Empirico

A decomposicdo da estrutura a termo da curva de juros brasileira foi rea-
lizada através de um modelo dindmico afim livre de arbitragem, proposto por
Adrian, Crump e Moench (2013), para isso foram utilizados dados de Con-
trato de DI Futuro. A estrutura a termo foi estima com a adocdo de N=12,
selecionando as maturidades n de 6, 12, 18, 24, 36, 48, 60, 72, 84, 96, 108 e
120 meses, assemelhando-se ao modelo estimado por Adrian, Crump e Mo-
ench (2013), e foi estimada com duas quantidades de fatores distintos, utili-
zando nivel, inclinag@o e curvatura em um modelo de 3 fatores, e, estendendo
a andlise para 5 fatores, este Ultimo o recomendado pelos autores.

Na Figura 4 sdo tracadas as séries temporais dos trés fatores utilizados
no modelo de 3 fatores. Estes s@o os trés primeiros componentes principais
extraido do cross-section das observagdes de fim de més dos yields. Ja na
Figura 5, as mesmas informagdes sdo tracadas, porém com todos os 5 fatores
utilizados, sendo que o quarto fator pode ser chamado de inclinacdo-2 e o
quinto de curvatura-2. Na sequéncia é apresentado os resultados de cada um
dos modelos, com 3 e 5 fatores.
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Figura 4
Trés fatores utilizados para decomposicio da estrutura a termo da curva de
juros brasileira com dados entre janeiro de 2006 até janeiro de 2022
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Fonte: Elaborado pelos autores.

Figura §
Cinco fatores utilizados para decomposiciao da estrutura a termo da curva de
juros brasileira com dados entre janeiro de 2006 até janeiro de 2022

Primeiro Fator (Nivel) Segundo Fator (Inclinagao)
’ T T T 1 T T T
2010 2018 220 210 201 2020
Ao Ao
Terceiro Fator (Curvatura) Quarto Fator
7 T T T h T T T
2010 2018 220 210 201 2020
Ao Ao
Quinto Fator
’ T T T
2010 2018 220

Fonte: Elaborado pelos autores.
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5.1 Modelo de Trés Fatores

Para o modelo de trés fatores obtiveram-se os resultados apresentados
abaixo para yields, retorno e excesso de retorno. Os resultados dos yields
ajustados e na medida neutra ao risco sdo comparados com os yields observa-
dos, extraidos diretamente dos dados, na Figura 6, para os valores referentes
a titulos com maturidades de 12 meses, e nas Figuras 7, 8 e 9 para 24, 60 e
120 meses, respectivamente.

Figura 6
Yields observados, ajustados e neutros ao risco do modelo de trés fatores dos
contratos de DI Futuro brasileiros em percentual entre janeiro de 2006 até
janeiro de 2022 para maturidade de 12 meses

Yields de maturidade = 12 meses
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Fonte: Elaborado pelos autores.

Figura 7
Yields observados, ajustados e neutros ao risco do modelo de trés fatores dos
contratos de DI Futuro brasileiros em percentual entre janeiro de 2006 até
janeiro de 2022 para maturidade de 24 meses

Yields de maturidade = 24 meses
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Fonte: Elaborado pelos autores.
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Figura 8
Yields observados, ajustados e neutros ao risco do modelo de trés fatores dos
contratos de DI Futuro brasileiros em percentual entre janeiro de 2006 até
janeiro de 2022 para maturidade de 60 meses
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Fonte: Elaborado pelos autores.

Figura 9
Yields observados, ajustados e neutros ao risco do modelo de trés fatores dos
contratos de DI Futuro brasileiros em percentual entre janeiro de 2006 até
janeiro de 2022 para maturidade de 120 meses

Yields de maturidade = 120 meses
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Fonte: Elaborado pelos autores.

Ao observar as Figuras 6, 7, 8 e 9 € possivel perceber visualmente que
o modelo apresenta uma melhor aderéncia aos dados com menor maturidade
(12 e 24 meses) do que aos dados de maior maturidade (60 e 120 meses).
Também ¢é possivel verificar que a taxa neutra ao risco de prazos mais longo
exibem menor variabilidade do que as de prazo mais curto, isso pode ser
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explicado pelo fato de que as taxas de curto prazo sdo utilizadas para realizar
politica monetaria pelo Banco Central do Brasil, de modo que a expectativa
da taxa de juros de longo prazo seja mais estdvel (mais proxima a uma taxa
“natural” da economia).

Figura 10
Retornos observados, ajustados e neutros ao risco do modelo de trés fatores dos
contratos de DI Futuro brasileiros em percentual janeiro de 2006 até janeiro de
2022 para maturidade de 12 meses
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Fonte: Elaborado pelos autores.

Figura 11
Retornos observados, ajustados e neutros ao risco do modelo de trés fatores dos
contratos de DI Futuro brasileiros em percentual entre janeiro de 2006 até
janeiro de 2022 para maturidade de 24 meses

Retorno de maturidade = 24 meses
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Fonte: Elaborado pelos autores.

As Figuras 10, 11, 12 e 13, apresentadas na sequéncia, mostram o compa-
rativo dos retornos (calculado como a diferenca entre dois meses) observados
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Figura 12
Retornos observados, ajustados e neutros ao risco do modelo de trés fatores dos
contratos de DI Futuro brasileiros em percentual entre janeiro de 2006 até
janeiro de 2022 para maturidade de 60 meses
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Fonte: Elaborado pelos autores.

Figura 13
Retornos observados, ajustados e neutros ao risco do modelo de trés fatores dos
contratos de DI Futuro brasileiros em percentual entre janeiro de 2006 até
janeiro de 2022 para maturidade de 120 meses

Retorno de maturidade = 120 meses
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Fonte: Elaborado pelos autores.

nos dados e os resultados para os retornos ajustados e neutros ao risco, sendo
estes para maturidades de, respectivamente, 12, 24, 60 e 120 meses.

Os retornos ajustados e neutros ao risco apresentam uma boa aderéncia
aos dados, conforme as Figuras 10, 11, 12 e 13 (visualmente as curvas sdo
muito similares para todas as maturidades selecionadas), isso indica que o
comportamento da diferenca dos logaritmos dos precos entre um més e outro
(retorno este referente ao tempo de um més) € similar para as trés informa-
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¢oes (calculado diretamente pelos dados e pelo modelo de trés fatores com os
dados ajustados e neutros ao risco).

Figura 14
Excessos de retorno observados e ajustados a partir do modelo de trés fatores
dos contratos de DI Futuro brasileiros em percentual entre janeiro de 2006 até
janeiro de 2022 para maturidade de 12 meses
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Fonte: Elaborado pelos autores.

Figura 15
Excessos de retorno observados e ajustados a partir do modelo de trés fatores
dos contratos de DI Futuro brasileiros em percentual entre janeiro de 2006 até
janeiro de 2022 para maturidade de 24 meses
Excesso de retorno de maturidade = 24 meses
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Fonte: Elaborado pelos autores.

Cabe ainda verificar o comparativo do excesso de retorno observados nos
dados com os resultados para os excessos de retorno do modelo para as ma-
turidades de 12, 24, 60 e 120 meses. Esse comparativo € realizado com os
gréficos presentes nas Figuras 14, 15, 16 e 17.
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Figura 16
Excessos de retorno observados e ajustados a partir do modelo de trés fatores
dos contratos de DI Futuro brasileiros em percentual entre janeiro de 2006 até
janeiro de 2022 para maturidade de 60 meses
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Fonte: Elaborado pelos autores.

Figura 17
Excessos de retorno observados e ajustados a partir do modelo de trés fatores
dos contratos de DI Futuro brasileiros em percentual entre janeiro de 2006 até
janeiro de 2022 para maturidade de 120 meses
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Fonte: Elaborado pelos autores.

Como esperado, dado o a aderéncia dos retornos estimados com os dados
observados, os dados de excesso de retorno estimados pelo modelo, para todas
as maturidades analisadas, também sdo aderentes aos dados.

Nas Figura 18 sdo representados os prémios a termo para as mesmas qua-
tro maturidades que vem sendo analisadas para as varidveis de yields, retorno
e excesso de retorno.

O prémio a termo foi calculado como a diferenca da curva de juros esti-
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Figura 18
Prémio a termo dos contratos de DI Futuro brasileiros em percentual entre
janeiro de 2006 até janeiro de 2022 para maturidades de 12, 24, 60 e 120 meses

Prémio a termo para n = 12 meses Prémio a termo para n = 24 meses
=
= o 4
w
E .
£ £
g w0 g -
B
= | T
T T T o T T T
2010 2015 2020 2010 2015 2020
Ano Ana
Prémio a termo para n = 60 meses Prémio a termo para n = 120 meses
~ - =
_ _ oo
R =
5 o o e
i 8
o
&
<
T T T T T T
2010 2015 2020 2010 2015 2020
Ano Ano

Fonte: Elaborado pelos autores.

mada e da curva de juros na medida neutra ao risco. Visualmente percebe-se
que o mesmo se comporta de maneira similar (com valores diferentes, depen-
dendo da maturidade) para todos os periodos, mas de forma mais perceptivel
para periodos mais préximos.

5.2 Modelo de Cinco Fatores

Cabe observar estes mesmos resultados gerados a partir do modelo de
cinco fatores. As figuras 19, 20, 21 e 22 apresentam, em graficos, os yields
observados e os yields ajustados e neutros ao risco do modelo de cinco fatores
para os valores referentes a titulos com maturidades de 12, 24, 60 e 120 meses,
respectivamente.

Ao observar as Figuras 19, 20, 21 e 22 € possivel perceber visualmente
que o modelo apresenta uma melhor aderéncia aos dados com menor ma-
turidade (12 e 24 meses) do que aos dados de maior maturidade (60 e 120
meses), bem como que ambos os modelos estimados, com trés ou cinco fato-
res, s30 muito similares. Também € possivel verificar, assim como no modelo
de trés fatores, que a taxa neutra ao risco de prazos mais longo exibem menor
variabilidade do que as de prazo mais curto.
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Figura 19
Yields observados, ajustados e neutros ao risco do modelo de cinco fatores dos
contratos de DI Futuro brasileiros em percentual entre janeiro de 2006 até
janeiro de 2022 para maturidade de 12 meses
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Fonte: Elaborado pelos autores.

Figura 20
Yields observados, ajustados e neutros ao risco do modelo de cinco fatores dos
contratos de DI Futuro brasileiros em percentual entre janeiro de 2006 até
janeiro de 2022 para maturidade de 24 meses
Yields de maturidade = 24 meses
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Fonte: Elaborado pelos autores.

As Figuras 23, 24, 25 e 26, apresentadas na sequéncia, mostram o compa-
rativo dos retornos observados nos dados e os resultados ajustados e neutros
ao risco para os retornos do modelo de cinco fatores, sendo estes para matu-
ridades de, respectivamente, 12, 24, 60 e 120 meses.

Os retornos apresentam uma boa aderéncia aos dados, conforme as Figu-
ras 23, 24, 25 e 26 (visualmente as curvas sao muito similares para todas as
maturidades selecionadas), assim como os analisados para o modelo de trés
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Figura 21
Yields observados, ajustados e neutros ao risco do modelo de cinco fatores dos
contratos de DI Futuro brasileiros em percentual entre janeiro de 2006 até

janeiro de 2022 para maturidade de 60 meses
Yields de maturidade = 60 meses
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Fonte: Elaborado pelos autores.

Figura 22
Yields observados, ajustados e neutros ao risco do modelo de cinco fatores dos
contratos de DI Futuro brasileiros em percentual entre janeiro de 2006 até
janeiro de 2022 para maturidade de 120 meses

Yields de maturidade = 120 meses
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Fonte: Elaborado pelos autores.

fatores.

O comparativo do excesso de retorno observados nos dados com os resul-
tados para os excessos de retorno do modelo para as maturidades de 12, 24,
60 e 120 meses ¢é realizado nas figuras 27, 28, 29 e 30.

Como esperado, dado a aderéncia dos retornos estimados com os dados
observados, os dados de excesso de retorno estimados pelo modelo de cinco
fatores, para todas as maturidades analisadas, também sdo aderentes aos da-
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Figura 23
Retornos observados, ajustados e neutros ao risco do modelo de cinco fatores
dos contratos de DI Futuro brasileiros em percentual entre a janeiro de 2006 até
janeiro de 2022 para maturidade de 12 meses
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Fonte: Elaborado pelos autores.

Figura 24
Retornos observados, ajustados e neutros ao risco do modelo de cinco fatores
dos contratos de DI Futuro brasileiros em percentual entre a janeiro de 2006 até

janeiro de 2022 para maturidade de 24 meses
Retorno de maturidade =24 meses

i — Observada
Modelo

q -~ Neutra ao Risco

|}

Percentual
2
T
,‘?
nCSS

1
|
| ] "
f‘fan,/w uwr; Wy a-;;‘v,'@ i fw“ iy !; ,.

A0 | 2

iy | |

2010 2015 2020

Fonte: Elaborado pelos autores.

dos.

Na Figura 31 sdo representados os prémios a termo para as mesmas quatro
maturidades que vem sendo analisadas para as varidveis de yields, retorno e
excesso de retorno.

O prémio a termo foi calculado como a diferenca da curva de juros esti-
mada e da curva de juros na medida neutra ao risco. Visualmente percebe-se
que 0 mesmo se comporta de maneira similar para todos os periodos (no for-
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Figura 25
Retornos observados, ajustados e neutros ao risco do modelo de cinco fatores
dos contratos de DI Futuro brasileiros em percentual entre a janeiro de 2006 até

janeiro de 2022 para maturidade de 60 meses
Retorno de maturidade = 60 meses
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Fonte: Elaborado pelos autores.

Figura 26
Retornos observados, ajustados e neutros ao risco do modelo de cinco fatores
dos contratos de DI Futuro brasileiros em percentual entre a janeiro de 2006 até
janeiro de 2022 para maturidade de 120 meses
Retorno de maturidade = 120 meses

1 — Obsenado
a Modelo

E ---- Neutra ao Risca

10 20 30

i i

It i

It AL A

i y l,"‘; J\ﬂd‘i\gv.!ﬂw‘&s, ﬁf\li ;‘l g{]fﬂ. fa (“U'l' _-1{‘ !’)ajl i‘“\ '1
| u

i

T T
2010 2015 2020

Percentual
-10 0

-30

Ano

Fonte: Elaborado pelos autores.

mato das curvas, ndo em valor do prémio a termo), isso sendo mais percep-
tivel para periodos mais préximos. Esse comportamento do prémio a termo
pode ocorrer pelos dados refletirem as incertezas do cendrio da economia,
como cendrio politico e crises internacionais, que ocasionam modificacdes
em todas as maturidades, um pouco mais sobre isso é discutido no proximo
tépico.
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Figura 27
Excessos de retorno observados e ajustados a partir do modelo de cinco fatores
dos contratos de DI Futuro brasileiros em percentual entre janeiro de 2006 até

janeiro de 2022 para maturidade de 12 meses
Excesso de retorno de maturidade = 12 meses
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Fonte: Elaborado pelos autores.

Figura 28
Excessos de retorno observados e ajustados a partir do modelo de cinco fatores
dos contratos de DI Futuro brasileiros em percentual entre janeiro de 2006 até
janeiro de 2022 para maturidade de 24 meses
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Fonte: Elaborado pelos autores.

5.3 Analise do Prémio a Termo

Um exemplo da relacdo do cendrio econdmico com o prémio a termo
sdo as elevadas taxas de prémio a termo no final de 2008, movimento este
compativel com a conjuntura de grande incerteza dos mercados devido a crise
de 2008 dos Estados Unidos (crise financeira que ocorreu devido a bolha
imobilidria). Outro momento em que o prémio a termo chama a atengéo € o
final de 2015 e o ano de 2016, em que 0 mesmo se eleva (especialmente para
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Figura 29
Excessos de retorno observados e ajustados a partir do modelo de cinco fatores
dos contratos de DI Futuro brasileiros em percentual entre janeiro de 2006 até
janeiro de 2022 para maturidade de 60 meses
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Fonte: Elaborado pelos autores.

Figura 30
Excessos de retorno observados e ajustados a partir do modelo de cinco fatores
dos contratos de DI Futuro brasileiros em percentual entre janeiro de 2006 até
janeiro de 2022 para maturidade de 120 meses
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Fonte: Elaborado pelos autores.

maturidades de 60 e 120 meses), esse periodo foi marcado pelo processo de
impeachment de Dilma Roussef, o que pode ter elevado o grau de incerteza
do mercado.

No periodo mais recente dos dados, nos anos de 2020, 2021 e 2022, pe-
riodo influenciado pela pandemia de COVID-19 e crise e inflagdo decorrentes,
percebe-se que o prémio a termo ficou negativo, isso ocorre, provavelmente,
devido ao fato de que os agentes foram surpreendidos pela inflagdo, e, como
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Figura 31
Prémio a termo dos contratos de DI Futuro brasileiros em percentual entre
janeiro de 2006 até janeiro de 2022 para maturidades de 12, 24, 60 e 120 meses
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Fonte: Elaborado pelos autores.

titulos de renda fixa sdo sujeitos a risco de inflagcdo, com a mesma acima do
esperado, o prémio a termo resultou em taxas negativas. E a inflagdo, inclu-
sive, a provavel causa das médias e medianas das Tabelas 4 e 5 apresentarem
um comportamento diferente do esperado pela literatura, que é de aumentos
do prémio a termo para maturidades mais longas.

A Tabela 4 apresenta as estatisticas descritivas do prémio a termo calcu-
lado através da diferenca da curva de juros estimada e da curva de juros na
medida neutra ao risco do modelo de trés fatores para as maturidades de 6,
12, 18, 24, 36, 48, 60, 72, 84, 96, 108 e 120 meses.

A Tabela 5 apresenta as estatisticas descritivas do prémio a termo do mo-
delo de cinco fatores para as mesmas maturidades da Tabela 4.

O maximo de ambas as tabelas, com o prémio a termo de cada um dos
modelos estimados, mostra que hé a tendéncia de titulos com maiores matu-
ridades exigirem maiores prémios a termo, entretanto a média e a mediana
apresentam um comportamento diferente do esperado, com prémios a termo
negativos e com tendéncia a reducao do seu valor para maiores maturidades.
Isso possivelmente ocorre devido ao prémio a termo dever-se, a0 menos em
parte, a expectativa (e risco) de inflagdo, como em mais de um momento no
tempo o prémio a termo tornou-se negativo, especialmente nos anos mais re-
centes (2020, 2021 e 2022) dos dados, isso indica que essas expectativas ndo
se alinharam a realidade, o que pode ter alterado os resultados da média e
mediana do prémio a termo.
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Tabela 4
Estatisticas descritivas do prémio a termo estimado através de modelo de trés
fatores dos contratos de DI Futuro brasileiros em percentual entre janeiro de
2006 até janeiro de 2022 com maturidades selecionadas

Maturidade Min. Med. Média Max. Desv. Ass Curt

(anos) Padrao
0,5 -0,738 -0,038 0,000 0,686 0,31 0,21 -041
1 -1,211  -0,049 0,001 1,253 0,52 0,20 -0,20
1,5 -1,560 0,001 0,002 1,883 0,69 0,22 0,13
2 -1,870 -0,017 0,002 2,732 0,87 0,32 046
3 -2,557 -0,101 -0,014 4,127 1,18 0,49 0,79
4 -3,117  -0,188 -0,062 4,932 1,40 0,51 0,83
5 -3,524  -0,236 -0,141 5,292 1,54 0,45 0,76
6 -3,845 -0,256 -0,244 5,417 1,63 0,37 0,67
7 -4,114  -0,356 -0,369 5,423 1,69 0,32 0,60
8 -4,348 -0474 -0,514 5,368 1,73 0,29 0,56
9 -4,564 -0,622 -0,678 5,250 1,75 0,27 0,53
10 -4,771 -0,815 -0,859 5,083 1,76 0,26 0,52

Fonte: Elaborado pelos autores.

5.4 Ajuste dos Modelos

Como uma possibilidade adicional de comparagao entre os dois modelos,
de trés e de cinco fatores, é pertinente verificar, ainda, a raiz do erro quadra-
tico médio de ambos os modelos para maturidades selecionadas, o cdlculo do
mesmo para os yields dos modelos pode ser verificado na tabela 6.

Ambos os modelos possuem uma menor raiz do erro quadratico médio
para menores maturidades e um aumento dessa para maiores maturidades, o
que era esperado, dado que a aderéncia dos yields com os dados verificadas
nas Figuras 6, 7, 8 ¢ 9, para o modelo de trés fatores, e 19, 20, 21 e 22, para
o modelo de cinco fatores, reduz para maiores maturidades. O modelo de trés
fatores apresenta os valores da raiz do erro quadratico médio, de modo geral,
um pouco mais elevados do que o modelo de cinco fatores, entretanto isso ndo
ocorre para todas as maturidades, a média dos valores da tabela para o modelo
de trés fatores € 0,01525, enquanto para o de cinco fatores € 0,01516 (para um
nivel de confianca de 95% essa diferenga entre as médias ndo € significativa).

6. Consideracoes Finais

Esta pesquisa teve como objetivo central modelar a estrutura a termo da
curva de juros brasileira através de modelo dindmico afim livre de arbitragem
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Tabela 5
Estatisticas descritivas do prémio a termo estimado através de modelo de cinco
fatores dos contratos de DI Futuro brasileiros em percentual entre janeiro de

2006 até janeiro de 2022 com maturidades selecionadas

Maturidade Min. Med. Média Max. Desv. Ass Curt
(anos) Padrao

0,5 -0,712  -0,010 -0,000 1,356 0,25 1,24 5,44
1 -1,589 -0,031 0,000 2,547 0,55 0,69 2,88
1,5 -2,287 -0,043 0,002 3,389 0,81 0,43 1,75
2 -2,777 -0,007 0,002 4,056 1,02 0,29 1,25
3 -3,348 0,050 -0,012 5,098 1,32 0,19 0,93
4 -3,719 0,112 -0,058 5,780 1,51 0,20 0,89
5 -3,936 -0,059 -0,136 6,099 1,62 0,23 0,88
6 -4,073 -0,138 -0,240 6,130 1,68 0,25 0,83
7 -4,171  -0,260 -0,369 5,972 1,72 0,25 0,73
8 -4,352  -0,431 -0,518 5,709 1,75 0,25 0,63
9 -4,589 -0,614 -0,688 5,396 1,77 0,24 0,55
10 -4,822 -0,820 -0,876 5,065 1,78 0,23 0,49

Fonte: Elaborado pelos autores.

Raiz do erro quadratico médio dos modelos de trés e cinco fatores com
maturidades selecionadas

Tabela 6

Maturidade (em anos) Raiz do EQM do modelo de 3 fatores

Raiz do EQM do modelo de 5 fatores

0,5
1

N =
w

— 0 00 NN B W

(=}

0,00097
0,00353
0,00603
0,00829
0,01210
0,01506
0,01747
0,01965
0,02174
0,02386
0,02604
0,02830

0,00091
0,00284
0,00571
0,00825
0,01216
0,01504
0,01742
0,01958
0,02169
0,02384
0,02605
0,02837

Fonte: Elaborado pelos autores.

e decompor a mesma em componentes de expectativas sobre as taxas de juros
futuras de curto prazo e prémio a termo. A revisdo da literatura auxiliou a
estruturar uma base tedrica para compreender a dindmica da curva de juros e
do prémio a termo. Também permitiu apresentar o conceito e a estruturacio
de modelos afins da curva de juros, que serviu de base para uma breve revisao
de trabalhos recentes que utilizam modelos afins para estimar a estrutura a
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termo da taxa de juros.

A abordagem utilizada para estimar a curva de juros foi a de Adrian,
Crump e Moench (2013), esta permite capturar a dindmica da estrutura a
termo através de varidveis de estado, mediante estudo com fatores observa-
veis e trés etapas de estimac@o de parametros. Dada as restricdes impostas
pelos autores na estruturagdo do modelo este € um modelo dindmico afim li-
vre de arbitragem, que permite a decomposicao da estrutura a termo da curva
de juros.

Ao avaliar os resultados obtidos por ambos os modelos econométricos
estimados, com trés ou cinco fatores, observa-se que, de modo geral, ambos
apresentam uma boa aderéncia aos dados e sdo muito similares, entretanto, os
modelos apresentam uma melhor aderéncia aos dados de yields com menor
maturidade do que aos dados de maior maturidade. Além disso, o prémio a
termo, calculado como a diferenca da curva de juros estimada e da curva de
juros na medida neutra ao risco, apresenta um comportamento de acordo com
o esperado para os seus valores maximos, visto que é crescente com as ma-
turidades, mas informa valores de média e mediana negativos e decrescentes
em relag@o a maturidade.

Esse comportamento do prémio a termo pode refletir o fato de que o
mesmo inclui em seu valor a expectativa e o risco de inflacdo, de modo que
pode tornar-se negativo caso a inflacao efetiva seja maior do que a esperada,
caso os agentes sejam surpreendidos pela inflagdo. Titulos de renda fixa sdo
sujeitos a risco de inflacdo, com a mesma acima do esperado, o prémio a
termo pode resultar em taxas negativas, desse modo, os periodos de inflacdo
elevada, especialmente os ultimos anos da amostra, podem ter alterado os re-
sultados das estatisticas descritivas do prémio a termo do periodo analisado.

Uma sugestdo para futuros trabalhos é estimar, através de modelo simi-
lar, conjuntamente as curvas de juros real e nominal da economia brasileira
e, através destas, estimar a inflagdo implicita. De modo geral, o modelo de
Adrian, Crump e Moench (2013), que é um modelo dindmico, afim e livre de
arbitragem, permite estimar a curva de juros brasileira e decompor a mesma
em expectativas de juros e em prémio a termo.
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