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Resumo A taxa livre de risco € utilizada conceitualmente em muitas aplicagdes em
finangas e macro-finangas. Enquanto em muitos trabalhos tedricos essa taxa é assumida
como constante, e em trabalhos empiricos ¢ comum se utilizar o retorno de titulos
publicos como proxy a ela, hd evidéncias contrdrias a esses usos. O objetivo deste artigo
¢é estimar uma taxa livre de risco para o Brasil, calculada a partir da equacdo fundamental
de aprecamento de ativos, que se utiliza de um fator estocastico de desconto. Utilizam-se
diferentes abordagens econométricas para este fim, e ao final, as taxas estimadas serdo
comparadas com a taxa DI, que € a principal taxa livre de risco utilizada para a economia
brasileira. A taxa DI e as taxas estimadas se distanciaram durante boa parte do perfodo
analisado, de 2002 a 2022, sugerindo a existéncia de um risk-free rate puzzle para a
economia brasileira.

Palavras-chave: Taxa livre de risco; Fator estocdstico de desconto; Risk-free rate puzzle
Codigos JEL: E44.

1. Introducao

Um ativo livre de risco € aquele que garante uma rentabilidade fixa e conhe-
cida em um periodo especifico, independentemente de variacdes econdomicas
ou financeiras. Em modelos tedricos, como o equilibrio geral Arrow-Debreu
com mercados completos (Arrow, 1964; Debreu, 1959; Arrow e Debreu, 1954),
um ativo livre de risco pode ser construido formando-se uma carteira espe-
cifica que combina todos os ativos primitivos. O ativo sintético resultante
assegura o pagamento de uma unidade monetdria, qualquer que seja o estado
da natureza. Essa formulacdo, que define a taxa livre de risco da economia,
é amplamente utilizada como referéncia conceitual em estudos de macro-
finangas. No entanto, pressupde que todos os contratos sejam executados sem
risco de contraparte ou default.
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Essa taxa ¢ fundamental para medir o prémio de risco de ativos arriscados,
isto é, a compensagdo exigida por um investidor ao alocar recursos em ativos
sujeitos a incertezas. Em aplicagdes empiricas, utiliza-se frequentemente o
retorno de um titulo publico de curto prazo como proxy para essa taxa (Dimson
etal., 2006; Gomes et al., 2013). Nesse contexto, a literatura de macro-finangas
busca explicar os excessos de retorno em modelos de precificacio de ativos,
partindo do principio de que tais titulos sdo efetivamente livres de risco. A
pergunta geral que este artigo busca responder € se as taxas tradicionalmente
utilizadas como referéncia ou benchmark para o ativo livre de risco sdo, de fato,
isentas de risco. Especificamente, o artigo investiga se as taxas frequentemente
utilizadas como benchmark no Brasil podem ser consideradas adequadas para
esse propdsito.

Ha controvérsias sobre o uso de titulos publicos - como aqueles do Te-
souro Nacional - como proxies para o ativo livre de risco (Krishnamurthy e
Vissing-Jorgensen, 2012; Van Binsbergen et al., 2022). Em primeiro lugar,
pode-se citar o fato de que estas taxas s@o afetadas pelas condi¢des de mercado,
como mudancas nas politicas de juros de bancos centrais, diretamente ligadas
a crescimento econdmico e expectativas de inflacdo. Especialmente para eco-
nomias emergentes, essa taxa possui ainda maior volatilidade, dada a maior
exposicao dessas economias a diferentes riscos ligados ao ciclo econdmico.
De tal maneira, esses riscos estabelecem dificuldades em se utilizar retornos de
titulos publicos como proxies para a taxa livre de risco, uma vez que refletem
muitas incertezas presentes nessas economias e também nao sio livres de
probabilidade de default.

O entendimento da taxa livre de risco é de fundamental importancia na
teoria econdmica. Em modelos de aprecamento de ativos, por exemplo, é
utilizada para medir o prémio de risco de ativos arriscados. Seu uso € esten-
dido para modelos de macrofinangas, em particular aqueles que utilizam a
equacdo fundamental de aprecamento e que relacionam precos com incertezas
macroecondmicas, capturadas pelo chamado fator estocastico de desconto
(SDF). Nesses modelos, a taxa livre de risco de uma economia é dada pelo
inverso do valor esperado do SDF. Mais do que um conceito tedrico, a taxa
livre de risco influencia decisdes de politica econdmica. A politica monetaria
de bancos centrais ao redor do mundo € orientada, entre outros fatores, por
modelos tedricos que incluem a taxa livre de risco como uma das variaveis.
No modelo SAMBA!, utilizado pelo Banco Central do Brasil, por exemplo,
existem titulos piblicos cujos retornos sdo dados pela taxa livre de risco, que
por sua vez é a mesma controlada pela autoridade monetdria (De Castro et al.,

'SAMBA: Stochastic Analytical Model with a Bayesian Approach.
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2015).

Mesmo para economias desenvolvidas, o uso de retornos de titulos publicos
como proxies para a taxa livre de risco € questionado. Importante evidéncia
desse questionamento € o trabalho de Weil (1989), que descreve o chamado
Risk-Free Rate Puzzle. O autor encontra que a taxa livre de risco imposta pelo
modelo tedrico, apds ser calibrado para a economia dos EUA, € de 6,5% ao
ano, em comparac¢do a uma média histdrica de 0,8% ao ano. Ou seja, o modelo
sugere que os investidores deveriam exigir retornos muito maiores para manter
titulos do Tesouro norte-americano. No entanto, na prética, a taxa livre de
risco observada € bem mais baixa, indicando que hé alguma falha na teoria
para explicar a realidade.

Dessa forma, o puzzle é o questionamento do porque mesmo com incerteza
relativamente baixa e crescimento de consumo moderado, os dados mostram
uma taxa livre de risco mais baixa do que o encontrado na teoria. Este julga-
mento foi inicialmente proposto para a economia dos EUA e outras economias
desenvolvidas, mas se as evidéncias empiricas ndo corroboram os modelos
nem para estas, € plausivel imaginar que para economias emergentes, como
o Brasil, isto também ocorre. Ao testar o modelo para a economia brasileira,
Bonomo e Domingues (2002) concluem que hd, na verdade, um risk-free
rate puzzle invertido. Tal fato € resultado de uma taxa livre de risco estimada
menor que a taxa de titulos puiblicos brasileiros. Por outro lado, Cysne (2006)
encontra evidéncias distintas destas. O autor conclui que existem evidéncias
de um equity premium puzzle, mas que ndo hd evidéncias de um risk-free rate
puzzle invertido para dados da economia brasileira.

Outro exemplo € o trabalho desenvolvido por Jiang et al. (2024). Conforme
argumentam, o retorno esperado da carteira de titulos da divida publica deve
refletir o valor presente dos superdvits primarios esperados do governo. Os
autores encontram evidéncias de erros de precificagdo, tendo em vista que os
retornos dessa carteira sdo menores do que a taxa de juros que os investidores
deveriam exigir por carregar tais titulos, indicando um quebra-cabecas que
os autores intitulam como government debt risk premium puzzle. Embora a
verificagdo desse quebra-cabecas nio tenha sido realizada para o Brasil, é
valido o questionamento sobre qual € a taxa livre de risco para a economia
brasileira.

No Brasil, a taxa DI € a taxa média das operacdes de empréstimos entre
bancos, e na prética reflete o custo do dinheiro no mercado interbancério,
geralmente com prazo de um dia (overnight), acompanhando de perto a taxa
Selic efetiva, dada a meta definida pelo Banco Central como instrumento
de politica monetéaria. Esta taxa é frequentemente adotada como proxy para
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a taxa livre de risco, dada sua elevada liquidez e proximidade com a Selic.
Entretanto, a utilizagdo da DI como taxa livre de risco da economia brasileira
apresenta alguns problemas, justamente pela sua alta correlacao com a taxa
Selic. Evidéncias apontam que podem existir diferengas entre os valores das
taxas referentes a titulos publicos e os da taxa livre de risco para o Brasil.
Conforme argumentado por Simonassi (2000), que realiza uma estimagio da
taxa livre de risco para o Brasil e a compara com a taxa Selic, a diferenca entre
essas duas taxas fornece um bom referencial para mensurar o spread pago
pelo pais em virtude dos riscos que a economia brasileira oferece.

Com o objetivo de estimar a taxa livre de risco para a economia brasileira,
este artigo utiliza como base o trabalho realizado por Simonassi (2006), que
faz uso de um fator estocdstico de desconto (SDF) estimado a partir do modelo
desenvolvido por Araujo et al. (2005). Em seguida, realiza-se uma estimacao
do SDF utilizando o modelo GMM (Generalized Method of Moments), de
Hansen (1982). Por ultimo, utiliza-se uma estimacao via GEL (Generalized
Empirical Likelihood) (Newey e Smith, 2004), que € um método mais robusto
a erros de especificacdo e que possui melhores propriedades em amostras
finitas quando comparado ao GMM. O ambiente macroecondmico € descrito
por um modelo de aprecamento de ativos baseado em consumo (CCAPM
- Consumption Capital Asset Pricing Model), utilizando-se de uma fun¢ao
utilidade com aversdo relativa ao risco constante (CRRA - Constant Relative
Risk Aversion). Apés calculadas pelas diferentes abordagens, as taxas serao
comparadas entre si, € também com os valores da taxa DI ao longo do tempo.

Para aproximar a relagdo de equilibrio de longo prazo imposta pelo
CCAPM, utiliza-se um método de suavizagdo da série de consumo, com
o objetivo de extrair apenas informagdes associadas a sua tendéncia de longo
prazo, eliminando seus componentes ciclicos. Esse método, desenvolvido por
Miiller e Watson (2015), baseia-se em projecdes trigonométricas da série de

COIlSl.ll’IlO2 .

Além dessa introdugdo, este trabalho possui mais quatro secdes. Na secdo
seguinte, serd apresentada uma breve revisdao da literatura que baseou este
artigo. Em seguida, sera descrito o modelo econdmico utilizado. A Segéo 4
descreve os dados e apresenta os resultados, enquanto a Se¢do 5 concluira.

2A escolha de ndo utilizar o Filtro de Hodrick-Prescott (Hodrick e Prescott, 1997) segue Hamilton
(2018), que argumenta que os componentes extraidos pelo filtro refletem sua prépria formulagao,
e ndo a verdadeira dindmica dos dados, gerando artificialidade nos resultados por depender de
informagdes futuras desconhecidas em tempo real.
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2. Covariancia Zero como risk-free

A literatura de macrofinangas, que se fundamenta na Equacdo Fundamental
de Aprecamento de Ativos, relaciona flutuagdes macroecondmicas e precifi-
cacdo de ativos por meio do Fator Estocéstico de Desconto (SDF) (Hansen e
Jagannathan, 1991; Harrison e Kreps, 1979; Hansen e Richard, 1987). O SDF
pode ser derivado de func¢des utilidade, como na formulagdo de Rubinstein
(1976), mas seu uso empirico em modelos semi-paramétricos enfrenta criticas
devido a potenciais problemas de especificacdo (Horowitz, 2009; Mehra e
Prescott, 1985; Brown e Gibbons, 1985; Campbell, 1993). Nesse contexto, o
GMM (Generalized Method of Moments) (Hansen, 1982; Hansen e Singleton,
1982, 1983) emerge como abordagem econométrica central para estimar essas
relagdes.

Visando contornar estes problemas, a literatura empirica buscou outras
formas de se estimar o fator estocdstico de desconto. Rosenberg e Engle (2002)
e Araujo et al. (2005), por exemplo, desenvolvem modelos semelhantes para
o célculo do SDF, sem o uso de uma fun¢do utilidade, em que ele é uma
funcdo dos pregos e retornos dos ativos existentes na economia e consistem
em estimagdes ndo-paramétricas. Utilizando-se desta dltima abordagem, Si-
monassi (2006) faz uma estimac@o da taxa livre de risco para o Brasil a partir
de uma modelagem nao-paramétrica do SDF, a fim de compari-la com a Selic,
e encontra valores divergentes entre a taxa estimada e a observada.

Além desses trabalhos, na literatura de macro-finangas empirica mais
recente, € crescente a quantidade de trabalhos que se utiliza de abordagens
ndo-paramétricas para apregamento de ativos, sendo uma delas o modelo GEL
(Generalized Empirical Likelihood) (Newey e Smith, 2004; Noda et al., 2011;
Ito e Noda, 2012; Almeida e Garcia, 2012; Pereira, 2016).

O presente trabalho contribui para a literatura ao estimar a taxa livre de
risco para o Brasil utilizando uma abordagem baseada no Fator Estocéstico
de Desconto (SDF), com estimagdes via Generalized Method of Moments
(GMM), Generalized Empirical Likelihood (GEL) e seguindo Issler e Piqueira
(2000). Diferentemente de estudos anteriores, que frequentemente assumem
uma estrutura paramétrica rigida baseada em funcdes utilidade pré-definidas,
este trabalho adota um modelo mais flexivel, comparando diferentes técnicas
econométricas para avaliar sua robustez e consisténcia com os dados da eco-
nomia brasileira. Em particular, a aplicacdo do modelo GEL permite testar a
sensibilidade das estimagdes da taxa livre de risco a erros de especificagdo
do modelo, um problema recorrente na literatura. Até onde se sabe, este é o
primeiro estudo a empregar essa abordagem para estimar a taxa livre de risco
no Brasil, oferecendo uma andlise comparativa entre métodos e contribuindo
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para a melhor compreensdo do comportamento dessa taxa em um contexto
emergente.

3. Modelo econdomico

Parte-se de um modelo baseado em Breeden (1979), que se utiliza do
ambiente econdmico descrito por Lucas (1978):

mcarlx Eo{¥2oB'u(C)}

st. G+pq <xq-1+W, M
Vt,

em que u,(-) (com u)(-) > 0e u/(-) < 0) é a fungdo de utilidade no periodo
t,0 < B < 1 ¢ a taxa de desconto intertemporal subjetiva, C; é o nivel de
consumo do individuo, p; é o prego de um ativo genérico no periodo ¢, ¢, é a
quantidade comprada desse ativo em ¢, x; é o payoff do ativo em ¢ obtido pela
compra desse ativo em ¢ — 1 ¢ W; é uma renda exdgena recebida pelo individuo
na data t. Confome argumentado por Cochrane (2009), para o caso de um ativo
arriscado com preco p;, tem-se que o payoff desse ativo é x; 1 = p;y1 +di11,
em que d;1 sdo os dividendos pagos no periodo ¢ + 1, e para o caso do ativo
livre de risco, tem-se que p; = 1 e x;11 = Ry.

A solu¢do do problema em (1) resulta na equacdo de Euler

/ CI
i —Et{ﬁ”u(,(cf)‘)xm} . ®)

Ao se definir ":f,fg)l) = M, | como o fator estocdstico de desconto (SDF)

em?+ 1, obtém-se

E, {Mt+1Rt+l} =1, 3)

emque Ry = %1 € o retorno bruto do ativo genérico, e serve para precificar
qualquer ativo da economia.

O ativo livre de risco. Como a equagdo (3) € valida para qualquer tipo de
ativo, em particular ela é valida também para o ativo livre de risco. Denotando-

se entdo R{ 41 como o retorno bruto do ativo livre de risco e assumindo a
hipétese fundamental:
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Cov(MHl,R'tfH) =0, 4)

com E{Rf} = Ry, obtém-se [, {M,HRtfH} = R{HE {M;11} =1 e, por-
tanto,

1

f

R, =—-—. )
i+l Et {Mt+1}

Ao supor que Cov(M, 1| ,R‘t’:rl
econdmico para R{ +1- A hipdtese acima € amplamente aceita na literatura e
normalmente é dada em modelos de aprecamento de ativos (Farnsworth et al.,

i
2002; Campbell, 2014; Araujo et al., 2005). Como R{ = ]1:;:1 , da equagdo
(5), obtém-se que

) =0, abstrai-se do risco relacionado ao ciclo

f ; -1
i+l E, { M ’
T T+

em que 7| representa a inflacioentret et +1e if +1 € ataxa nominal livre
de risco de covariancia a ser estimada.

i

6)

A taxa implicita na equag@o (6) serd obtida a partir da estimativa do
SDF, utilizando trés abordagens distintas. A primeira emprega o modelo
desenvolvido por Araujo et al. (2005), doravante denominado AIF. Em seguida,
utiliza-se 0 modelo GMM, proposto por Hansen (1982), e, por fim, o modelo
GEL, desenvolvido por Newey e Smith (2004). A escolha por esses métodos
se deve ao fato de dispensarem uma abordagem totalmente paramétrica para
a estimac¢d@o do SDF. Conforme argumentado no capitulo introdutério, o uso
de modelos paramétricos estd sujeito a erros de especificacao, o que justifica
a adocdo de modelos ndo-paramétricos e semi-paramétricos para mitigar tais
problemas. Posteriormente, os valores de E; {M; |} serdo estimado conforme
o modelo a seguir:

t

C
M,H:OH—YXI—&—)Un(YI)—l—sH], 7

em que X; representa uma varidvel que captura fatores financeiros relevantes
para o modelo, como retornos agregados ou fatores de risco sistemdticos. O
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termo In (%’) corresponde ao logaritmo da razao consumo/PIB, enquanto & |

representa o termo de erro do modelo. Seguindo Simonassi (2006), a escolha
dessas varidveis se deve ao fato de que o SDF pode ser interpretado como uma
fungdo dos fundamentos econdmicos, refletindo informagdes relevantes sobre
a dindmica intertemporal do consumo e dos retornos financeiros.

Para a estimagdo da taxa implicita na equagdo (6), utiliza-se trés abor-
dagens distintas para calcular o SDF: AIF, GMM e GEL. A escolha dessas
metodologias decorre da necessidade de lidar com a incerteza na modelagem
do SDF, evitando o risco de especificacdo incorreta que surge ao assumir
uma forma funcional rigida para a fun¢do de utilidade. Além disso, essas
abordagens permitem explorar os dados de forma mais flexivel, especialmente
em cendrios onde a presenca de heteroscedasticidade e a alta frequéncia dos
retornos financeiros podem comprometer a eficiéncia de métodos totalmente
paramétricos. Dessa forma, garante-se maior robustez na estimac¢ao do SDF e
na avalia¢@o da taxa livre de risco.

AIF. Este modelo propde uma abordagem nio-paramétrica para o cilculo do
SDF sem o uso de uma fung¢do utilidade, em que o estimador € uma fungdo
dos retornos de ativos. O principal beneficio disso é a auséncia de risco de
especificacdo incorreta para a forma funcional adequada para estimar-se o
SDF. Ademais, o estimador proposto ndo depende de dados de consumo para
ser construido. E dispensada também a hipétese de homocedasticidade para
a construgdo do estimador. Ou seja, pode ser feito o uso de dados de alta e
altissima frequéncia, que normalmente possuem heterocedasticidade, e a um
custo computacional baixo. O estimador proposto é

%G
R
AIF t
MATF = > __ 3
Lyv7 (RC
T X j=1 t N
—G SR o o
emque R, =TIV, Rif;’ e R? = %Zﬁvzl R;; representam a média geométrica e

a média aritmética dos N ativos, respe:ctivamente3 .

Ainda de acordo com Araujo et al. (2005), € importante que seja escolhida
uma quantidade suficientemente grande de ativos, com o objetivo de diversi-
ficar a carteira analisada. Isso pois, ao passo que cresce o nimero de ativos
utilizado, o grau de correlacio dos retornos diminui. Tal medida é importante
devido ao fato de que muita correlacdo pode levar a ndo convergéncia em
probabilidade de M; para M,.

3Este estimador é consistente e sob homoscedasticidade, também é eficiente. Para mais detalhes,
consulte Araujo et al. (2005).
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GMM. Uma vantagem do GMM ¢é que ele possui boas propriedades assin-
téticas, ao passo que permite uma estimacao consistente dos pardmetros na
presenca de heteroscedasticidade condicional e autocorrelagdo serial nas condi-
¢des de ortogonalidade, e tendo em vista que o estimador proposto possui distri-
buicdo assintoticamente normal (Hansen, 1982). Como ndo sdo impostas restri-
¢oes de linearidade sobre essas condi¢des, 0 GMM consegue lidar de maneira
direta com modelos ndo lineares (Campbell, 2014). Para uma matriz de ponde-
racdo W e condigdes de momentos amostrais g7 (x;,80) = %XIT:] f(x,Bo)s 0
problema € dado por (Cochrane, 2009)

frllgf)ngr(xnﬁo)'WgT(xzﬁo)- )

Neste modelo, existe um teste de sobre-identificacdo para se testar o quio
préximas as condi¢des de ortogonalidade amostrais estdo de zero. Seja R
o numero de condicdes de ortogonalidade e Q o niimero de pardmetros a
serem estimados. A estimag@o do modelo é feita ao se igualar Q combinacdes
lineares das R condicdes de ortogonalidade a zero. Assim, para o caso em
que R > Q, existem R — Q combinagdes lineares independentes das condi¢des
de ortogonalidade que deveriam ser zero, mas ndo o sdo. O teste de sobre-
identificac@o proposto por Hansen (1982) consiste em uma extensdo do teste J
de Sargan (Sargan, 1958, 1959) e é dado por

J = gr(x.Bo) Wer (x1,80) ~ Xz_o- (10)

em que a hip6tese nula é Hy : E[f(x;, Bo)] = 0. Neste teste, rejeitar a hipétese
nula indica que o modelo esta mal especificado.

Para que as condicdes de ortogonalidade utilizadas na estimagdo em (9)
sejam satisfeitas apenas no vetor verdadeiro de parametros, € necessario que
seja escolhida uma matriz de ponderagdo simétrica, positiva definida e de
dimensdo R X R, e a escolha dessa matriz define a métrica de distancia utili-
zada para aproximar g7 (-) de zero (Hansen, 1982; Hansen e Singleton, 1982).
Como exposto em Hansen e Singleton (1982), a estimagdo de uma matriz de
covariancia 6tima pode ser feita em dois estdgios. Essa estratégia de estimagao
€ conhecida como Two-Step GMM e seu primeiro estigio consiste em uma
escolha sub-6tima da matriz W para se encontrar um estimador BI para 3y em
(9), sendo comum o uso da matriz identidade Ig (Cochrane, 2009).

Conforme argumentam Hansen e Singleton (1982), pode-se entender as
condi¢des de ortogonalidade E[f(x;, 8y)] = 0 como equagdes de Euler es-
tocdsticas resultantes de um problema de maximizacdo de utilizade de um
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consumidor representativo em um ambiente com incerteza. Assim, para o caso
. . ' (Crpq; .

especifico deste trabalho, considere u; = 3 %Rt“ — 1 e z; um conjunto

de varidveis observadas em ¢. As condi¢des de ortogonalidade populacionais

podem entdo ser escritas como

E{(BMRZH—l) ®z,}_0, (11)

u/(Ct 5 [30)
Seja By = (B, 0). Ao assumir uma fung@o utilidade do tipo CRRA e SDF
B “‘f,f’ct)l) =M, , tem-se que

1
T

T -0
gr(x,Bo) = gr(B,0) ==Y ﬁ(c’“) R—1|®z ¢, (12)
t=0

G

em que o vetor x; foi omitido de g7 (8, o) para fins de simplificagdo de notagéo.

Ap6s a estimacio dos parametros MM e 6OMM  obtém-se
_6GMM
A Cii1
GMM _ AGMM
Mt+l - T . (13)
1

GEL. Embora o estimador de GMM possua boas propriedades assintéticas,
evidéncias apontam para um alto viés nas estima¢des em amostras pequenas
(Smith, 1997). De acordo com Newey e Smith (2004), uma desvantagem do
GMM é que o viés* do estimador costuma aumentar conforme aumentam
as condicdes de momento utilizadas na estimag@o. Essa € uma propriedade
importante corrigida pelos modelos da classe Generalized Empirical Like-
lihood Estimators (GEL), uma vez que € comum o uso de muitos instrumentos
em modelos econométricos, e conforme o nimero de instrumentos aumenta,
cresce a quantidade de condi¢es de ortogonalidade a serem testadas. E o
caso, por exemplo, do trabalho de Hansen e Singleton (1982), que testam o
modelo utilizando diferentes instrumentos, sendo eles 1, 2, 4 ou 6 defasagens
das varidveis observadas.

Desenvolvida no trabalho de Newey e Smith (2004), a classe de estima-
dores GEL sugere alternativas para 0 GMM em um esfor¢o de aprimorar as

40s autores argumentam que uma das principais fontes desse viés se dé pela correlacio das funcdes
de momentos com seus Jacobianos na presenca de endogeneidade. Para modelos com dados em
painel, outra importante fonte de viés surge da estimagdo da matriz de ponderagio 6tima.
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propriedades em amostras pequenas desses estimadores, mas que possuem as
mesmas propriedades assintéticas. Para construir o modelo GEL, considere
uma fung@o p (V) estritamente cOncava que satisfaca as seguintes condigdes:

p(0)=0, agi)o) = a;’; (20) = —1. O estimador GEL f é obtido ao se resolver

T
min sup Y p(A'g(Bo)), (14)

AEAT =1

emque A, = {A : Mg, (b) € Y}, Y € algum conjunto aberto que contém zero
e g(Po) = f(x:,Bo), em que f(x;,Bo) é definida da mesma maneira que no
GMM (Newey e Smith, 2004).

De acordo com os autores, essa ¢ uma abordagem genérica, uma vez
que diferentes escolhas para p(v) levam a casos especiais de estimadores
alternativos ao GMM (Kitamura e Stutzer, 1997; Hansen et al., 1996; Owen,
1988; Imbens, 1997). Conforme argumenta Smith (1997), este problema pode
ser resolvido por verossimilhanga empirica, com o objetivo suavizar o modo
como o modelo lida com as condi¢des de momentos impostas, ao associar
pesos a cada uma delas. Assim, o problema se torna:

max 7Y log(p)
p.Bo

st. YL, pig(Bo) =0 (15)
Yoip=1,

Ap6s resolver as condi¢gdes de primeira ordem, tem-se que

. 1 E
Bo :argmaxmln—zflog(l+7L'gl(ﬁo)). (16)
Bo A T t=1
A equagdo de momentos utilizada é a mesma do GMM, e apds a estimacgao
dos parametros, obtém-se

C _ 6GE L
MEE = BOEt <’“) : (17)
G
Uma outra vantagem do modelo GEL € que ele consta com o mesmo teste
de especificacdo do modelo GMM, especifiado na equagdo (10), dadas as
equivaléncias das propriedades assintéticas desses estimadores (Anatolyev e
Gospodinov, 2011; Smith, 2011).
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Low Frequency Econometrics. Como a constru¢do do CCAPM (Breeden,
1979) se baseia no ambiente econdémico descrito por Lucas (1978), este mo-
delo implica em uma relagcdo de equilibrio de longo prazo. Dessa forma, é
importante que a modelagem empirica desse modelo seja feita utilizando-se
dados relativos a tendéncia de longo prazo da série de consumo, para que o
modelo empirico seja capaz de recuperar a relagdo de equilibrio imposta pelo
modelo tedrico.

De maneira a extrair apenas este componente de longo prazo da série
de consumo, utilizou-se o método de suavizagdo desenvolvido por Miiller e
Watson (2015). Essa necessidade se d4 uma vez que que a série de consumo
costuma apresentar um padrdo sazonal, muito ligado a componentes ciclicos
(de curto prazo) da economia. Um exemplo disso € a representagdo da utilidade
marginal do consumo como um passeio aleatério com tendéncia (Hall, 1978).
Tais oscilagdes de curto prazo podem se dar, por exemplo, quando ha um
choque tempordrio no preco de acdes de uma economia. Conforme argumenta
Hamilton (2018), precos de acdes possuem alguma habilidade em antecipar
mudangas no consumo agregado. Dessa forma, um choque temporario de
precos de acdes leva a mudancas de curto prazo no consumo agregado.

O método proposto por Miiller e Watson (2015) conta com proje¢des da
série temporal em um nimero pequeno de fungdes trigonométricas para extrair
o componente de tendéncia da série analisada, que os autores denominam de
variabilidade de baixa frequéncia.

De acordo com os autores, o uso de métodos de projecdo ¢ justificado
pelo baixo custo computacional da aplicac@o de tais métodos, e pela simpli-
cidade da inferéncia estatistica resultante dessa aplicag¢do. Seja x; uma série
temporal observada em ¢ = 1,...,T, e ¥;(s) = V2cos(jsm). ¥;(t/T) pos-
sui entdo periodo 27/ j. Seja P(s) = [¥1(s),..., ¥, (s)]" € RY. Além disso,

| | | !
Y= {‘Pl <1T2> ¥ <2T2> U 4 (TTz) )} , uma matriz T x g obtida ao

_1
se avaliar P(-) em s = ITZ As proje¢des de baixa frequéncia (a tendéncia
de longo prazo) sdo os valores ajustados da seguinte regressdo em MQO
(Minimos Quadrados Ordindrios):

1 /

£ =x+¥ TQ Xr, (18)

emquex= 1Y/ xeXr=~+Y  W((t—1/2)/T)x éo vetor de coeficientes
da regressdo. O j-ésimo coeficiente, X7, € a chamada j-ésima transformada
de cosseno de [x;,x2,...,.x7]".
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4. Resultados

Amostra de Dados. O periodo de coleta foi do primeiro trimestre de 2002
ao segundo trimestre de 2022. Utilizou-se dados de consumo final das familias
e PIB a precos de mercado, ambos com frequéncia trimestral, encadeados a
precos de 1995, e retirados do Sistema IBGE de Recuperagcdo Automdtica
(SIDRA) do Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE). Os dados
da razdo consumo/PIB foram utilizados na equagdo (7). Para o célculo do
crescimento do consumo (C;1/C;) foram utilizados dados dessazonalizados
do consumo final das familias encadeados a precos de 1995, também retirados
do SIDRA. Estes dados foram utilizados no cdlculo do SDF extraido da
utilidade CRRA. Os dados de expectativa de inflacdo (expectativa média
de Inflac@o - IPCA - taxa acumulada para os préximos doze meses) foram
retirados do Banco Central do Brasil, Boletim, Sec@o Atividade Econdmica
(Bacen / Boletim / Ativ. Ec.) e foram utilizados na equagdo (6). Os dados da
taxa DI foram retirados do Sistema Gerador de Séries Temporais (SGS) do
Banco Central do Brasil.

Para representar estatisticas de retornos de ativos, coletou-se dados trimes-
trais dos retornos das 150 a¢des mais bem posicionadas na B3. As a¢des foram
classificadas em ordem decrescente de acordo com o volume de negociacao
médio durante o periodo de andlise. Em seguida, foram retirados os papéis
cujos retornos nao estavam disponiveis para algum sub-periodo da amostra.
Ao final, restaram 76 papéis. Os retornos do Ibov (Indice Bovespa) foram
retirados da Associacdo Brasileira das Entidades dos Mercados Financeiro e
de Capitais (Anbima)°. Para o cilculo dos retornos reais, utilizou-se dados de
inflagdo, medidos pelo IPCA acumulado em 12 meses, que foram retirados do
Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica, Sistema Nacional de Indices de
Pregos ao Consumidor (IBGE/SNIPC). Todos os dados de inflagdo, retornos e
o da taxa DI foram anualizados.

Para a estimag@o do modelo MQO (Minimos Quadrados Ordinarios) na
equacdo (7), foram utilizados dados do logaritmo natural da razao consumo/-
PIB e, no vetor X;, foram testadas quatro combinagdes de retornos. Essas
combinagdes consistiram em utilizar-se: os retornos do Ibovespa, a média
das cinco, das dez e das quinze a¢des de melhor performance no periodo, de
acordo com o volume médio de negociagdo. Foram elas: PETR4, VALE3,
ITUB4, BBDC4, BBAS3, PETR3, ABEV3, ITSA4, GGBR4, USIMS, CSNA3,
CMIG4, ELET3, ELET6, EMBR3. Estas carteiras foram utilizadas também
nas condi¢des de momentos do GMM e do GEL e nos seus respectivos vetores
de instrumentos.

SForam utilizadas médias trimestrais dos retornos do Ibovespa.
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A Tabela 1 apresenta algumas estatisticas descritivas das séries de retornos
reais utilizadas. Para ilustrar as dinamicas das demais varidveis ao longo do

tempo, apresentam-se as Figuras 1 e 2.

Ativo Retorno real médio (% a.a.) Desvio-padrao (p.p.)
Média TOP5 -0,64 14,81
Média TOP10 -0,52 14,89
Média TOP15 -0,57 14,50
IBOV 18,54 60,29

Fontes: Economatica e Ambima
Tabela 1
Estatisticas dos ativos utilizados

A figura abaixo ilustra o comportamento da taxa DI, da expectativa de
inflacdo e do IPCA ao longo do tempo. Os dados foram transformados da
frequéncia mensal para a trimestral utilizando a média do periodo referente a
um trimestre.

201

%

101

2005 2010 2015 2020

Legenda — Expectativa de Inflagdio = = IPCA — - Taxa DI
Figura 1

Expectativa de Inflacdao, IPCA e DI trimestrais (% a.a.)
Fontes: Banco Central do Brasil e IBGE

O crescimento (bruto) do consumo foi utilizado para representar o termo
Ci+1/C; nas equagdes (13) e (17) e nos instrumentos z; do GMM e GEL.

A Figura 2 mostra um choque abrupto no crescimento do consumo em
2020, refletindo os impactos imediatos da pandemia de COVID-19, seguido
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Crescimento do consumo
Fonte: SIDRA IBGE

de uma recuperacao rapida a medida que restri¢des foram flexibilizadas e
estimulos econdmicos foram implementados. Teoricamente, mesmo diante da
volatilidade extrema do consumo nesse periodo, a taxa livre de risco deveria
permanecer estavel, uma vez que pela hipdtese de covariancia zero, ela ndo é
afetada por choques econdmicos.

Estimacao do SDF. Serdo apresentados os resultados da estimac¢do do mo-
delo MQO da equagdo (7) para os trés modelos em questdo, bem como as
estimativas dos pardmetros 8 e o nos modelos GMM e GEL, e as taxas livres
de risco estimadas por cada um dos trés modelos.

Na equagdo (7), o vetor X; foi construido de forma a conter algum dos
seguintes retornos: RETS5;, RET10;, RET15;, que sdo, respectivamente, a média
dos cinco, dez e quinze retornos das a¢cdes mais bem posicionadas no ranking
de ativos, ou Ibov;, que sdo os retornos do Ibovespa. A escolha do modelo
de MQO que foi levado adiante se deu com base no seu R? ajustado e/ou na
significancia dos coeficientes, ou seja, no p-valor de cada um deles.

Na estimagfio do modelo AIF, o termo R; incluiu os 76 papéis que fizeram

parte do ranking de ativos para a construgdo de ﬁ? e R,’. Ap6s a construgio
de R;, os valores encontrados para MA'F' de acordo com a equagio (8) foram
utilizados na regressdo em (7) para estimar-se IE,{M; | }. A Tabela 2 representa
os resultados dessa regressdo em MQO para o modelo AIF.
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MQO 1 MQO 2 MQO 3 MQO 4
Estim. p-valor Estim. p-valor Estim. p-valor Estim. p-valor
RETS, -0,0004007 0,997
RET10, -0,02167 0,838
RET15, -0,02870 0,792
Ibov, -0,019418 0,46
In(C, /PIB;) 0,2465076 5,79e-15%+% 0,25160 2,25e-15%%* 0,25327 4,69e-15%+* 0,251974 <2e-16%**
R? ajustado 0,9814 09814 09814 0,9815
Tabela 2

Resultados do modelo MQO - AIF
Nota: * p < 0,05; ** p < 0,01; *** p < 0,001. Fonte: Elaboracado prépria.

Pela tabela acima, nota-se que em nenhum modelo os retornos foram
significantes, mas em todos eles a varidvel In(C;/PIB;) apresentou p-valor
< 0.05. Os modelos também apresentaram bons valores para o R? ajustado,
todos acima de 0,98. Com base no p-valor de In(C; /PIB;) e no R> das qua-
tro regressoes, escolheu-se entdo o modelo MQO 4 para prosseguir com as
estimativas da taxa livre de risco no modelo AIF.

Para a estimacdo dos parametros B e 6 nos modelos GMM e GEL, foram
testadas diferentes combinagdes de carteiras para representar o termo R, nas
condi¢des de momentos. Estas carteiras foram as mesmas testadas nos modelos
de MQO da equagdo (7), isto €, RET5;11, RET 10,41, RET 15,41 ou Ibov; .
Para o vetor de instrumentos, testou-se os modelos com z = (1,R;,C,/C,—1),
z=(1,G/C-1,Ci—1/Ci—2) e z=(1,C; /Ci—1).

No vetor z, o termo R; representa RETS;, RET10;, RET 15; ou Ibov;. As
combinagdes dos retornos foram feitas utilizando-se tanto as quatro cartei-
ras em questdo quanto apenas uma delas, ou uma combinacio entre duas
e trés das carteiras construidas. Para fins de ilustracdo, considere o caso
em que Ry = (RET5,+1,RET10;41,RET 15,1 1,Ibov,;1). Neste caso, R, =
(RET5,,RET10,,RET15,,Ibov;). Considere agora o caso em que R, =
(RET5,41,RET10,4). Tem-se entdo que R, = (RET5,,RET10,). A mesma
l6gica aplica-se ao caso em que utiliza-se trés carteiras ou apenas uma delas.

As escolhas para R, e z se deram com base no critério de significancia
econdmica dos pardmetros estimados. Isto €, procurou-se combinagdes de
retornos e instrumentos que gerassem estimagdes para 3 tais que 0 < < 1,
e estimagdes para o tais que 6 > 0. Para 0 GMM, a combinago que gerou
os resultados mais aderentes foi R, = Ibov,11 e z=(1,G,/C—1,Ci—1/Ci—2).
Para o GEL, as escolhas para os retornos foram R,y| = RET'15,,1, e para o
vetor de instrumentos, utilizou-se z = (1,RET15,,C,/C,_1). A Tabela 3 abaixo
ilustra as estimagdes realizadas para 3 e ¢ para os modelos GMM e GEL,
bem como os resultados para o Teste J de sobreidentificagao.
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GMM GEL
Estim. p-valor Estim. p-valor
3 0,85927 <2e—16¥** 0,986941 <2e—16%**
6 1,35257 0,908 -2,187177 0,171
Estatistica J 2,5121 0,33384
DF 1 1
p-valor (J) 0,11297 0,174

Nota: * p < 0,05; ** p < 0,01; *** p < 0,001. DF: graus de liberdade para a construcdo da
estatistica J
Fonte: Elaboragdo prépria

Tabela 3
Parametros estimados dos modelos GMM e GEL

Nota-se pela tabela acima que n@o hd evidéncia de especificacdo incorreta
para os modelos estimados, pois ndo se rejeita a hipdtese nula para o teste J
ao nivel 0,05. Entretanto, apenas o estimador B foi a0 mesmo tempo estatisti-
camente e economicamente significativo em ambos os modelos. O estimador
6, por outro lado, ndo foi estatisticamente significativo em nenhum deles,
e foi economicamente significativo apenas no modelo GMM. Para fins de
comparacao com alguns resultados da literatura, observa-se que Cysne (2006)
encontra valores para ¢ entre 14,15 e 19,12. Para o fator de desconto, o autor
encontra § = 0,995 em simulag¢des com ¢ > 7, e B = 0,9740 em simulagdes
com ¢ > 9. Ja Issler e Piqueira (2000) encontram um valor mediano de 0,96
para 3 considerando dados anualizados em frequéncia trimestral e 1,70 para
c.

As comparagdes com estes trabalhos na literatura brasileira indicam que
os modelos ndo apresentaram resultados robustos. Para o GMM, embora o
coeficiente de averdo ao risco estimado esteja proximo ao da literatura, ele ndo
é significante, e o valor para o fator de desconto subjetivo se mostrou muito
baixo. Para o GEL, embora o fator de desconto tenha se mostrado significante e
em linha com a literatura, o coeficiente de aversdo ao risco nao foi significante
e possui sinal negativo, indicando um comportamento de afinidade ao risco do
investidor brasileiro.

Com as estimativas acima, os valores calculados para MGMM e MCEE de
acordo com as equacdes (13) e (17), respectivamente, foram utilizados na
regressdo em (7) para estimar E, {M;;}. As Tabelas 4 ¢ 5 apresentam os
resultados dos modelos MQO para o GMM e para o GEL, respectivamente.
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MQO 1 MQO 2 MQO 3 MQO 4

Estim. p-valor Estim. p-valor Estim. p-valor Estim. p-valor
RETS, -0,056015  0,00104%*
RETI0; -0,059790  0,000418%**
RETI5; -0,060923  0,000447*
Ibov, -0,010567  0,0141*
In(C;/PIB;) 0217743  <2e-16%** 0218666  <2e-16***  0,218920  <2e-16%**  0,207408  <2e-16%**
R? ajustado 0,9993 0,9994 0,9994 0,9993

Nota: * p < 0,05; ** p < 0,01; *** p < 0,001.
Fonte: Elaboragéo prépria.
Tabela 4

Resultados do modelo MQO - GMM

MQO 1 MQO 2 MQO 3 MQO 4
Estim. p-valor Estim. p-valor Estim. p-valor Estim. p-valor

RETS,; 0,130359  4,19e-05%%*
RETIO, 0,142284  5,68e-06%+*
RETI5, 0,138025  1,97e-05%%*
Tbov, 0,028235  0,000421%%*
In(C;/PIB;) 0209190  <2e-16%** 0206291  <2e-16***  0,207349  <2e-16***  0,232186  <2e-16%**
R? ajustado 0,9984 0,9985 0,9985 0,9983

Nota: * p < 0,05; ** p < 0,01; *** p < 0,001.
Fonte: Elaboragdo propria.

Tabela 5
Resultados do modelo MQO - GEL

Os coeficientes de todos os retornos e de In(C;/PIB,) foram estatistica-
mente significantes para todos os modelos de MQO, tanto para 0 GMM quanto
para o GEL, e apresentaram bons valores para o R” ajustado, todos acima de
0,99. Com base no R? e no p-valor, para 0 GMM o modelo que foi levado
adiante foi o MQO 3, e para o GEL a escolha foi o MQO 2.

Finalmente, com os resultados de E, {M, | } encontrados pelas trés aborda-
gens (AIF, GMM e GEL), estimou-se a taxa livre de risco nominal da equagao
(6). A Figura 3 ilustra o comportamento das taxas estimadas pelos trés modelos
e o comportamento da DI ao longo do tempo, para fins de comparagio entre
os resultados.

Os resultados encontrados pelos modelos AIF e GEL vio ao encontro dos
resultados de Bonomo e Domingues (2002), que encontram evidéncias de um
risk-free rate puzzle invertido para o Brasil, em que as taxas estimadas pelos
modelos sao menores que aquelas observadas na economia. No modelo dos
autores, essa discrepancia entre a taxa resultante do modelo e a taxa observada
surge ao se utilizar um fator de desconto subjetivo () compativel com dados
trimestrais anualizados, isto é, no intervalo entre 0,9 e 1.

Por outro lado, o modelo GMM vai ao encontro do risk-free rate puzzle
classico de Weil (1989), em que as taxas estimadas pelo modelo s@o maiores
que aquelas observadas na economia. No modelo do autor, para encontrar taxas
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DI vs. Taxas estimadas (% a.a.)
Fonte: Elaboragdo prépria

livres de risco estimadas proximas as observadas, seria necessdrio ajustar o
fator de desconto subjetivo para algo maior que 1, o que contraria as hipéteses

do modelo tedrico.
A tabela abaixo ilustra o comportamento médio dessas taxas, bem como

desvio-padrdo de cada uma delas.

Média (% a.a.) Desvio-padrao

AIF 2,47 2,45
GMM 23,52 2,80
GEL 5,03 2,94
DI 11,54 5,14

Fonte: Elaboragdo prépria
Tabela 6
Médias e desvios-padrio das taxas estimadas e da DI

Apesar das divergéncias com a literatura, nota-se pela Figura 4 abaixo, que
as taxas estimadas foram positivamente correlacionadas entre si e com a DI, o
que traz robustez as metodologias utilizadas nas estimacdes. Mesmo assim,
pela Figura 3 e pela Tabela 6, nota-se que essas taxas diferem muito entre si.
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Correlacoes entre as diferentes taxas
Fonte: Elaboragio propria

5. Conclusao

Com base em dados trimestrais de retornos de acdes da B3, retornos do
Ibovespa e consumo (em nivel e como propor¢do do PIB) entre o primeiro
trimestre de 2002 e o segundo trimestre de 2022, este estudo estimou a taxa
livre de risco para o Brasil utilizando o modelo CCAPM com fungio utilidade
CRRA e diferentes abordagens econométricas. As estimativas obtidas pelos
métodos AIF, GMM e GEL diferiram entre si e da taxa DI, usualmente adotada
como proxy para a taxa livre de risco no Brasil, embora todas tenham apresen-
tado correlagdo positiva. O modelo GMM gerou, em média, uma taxa livre de
risco superior a taxa DI, sugerindo a existéncia de um risk-free rate puzzle na
economia brasileira, conforme identificado por Weil (1989) para os Estados
Unidos. Ja os modelos AIF e GEL resultaram, em média, em taxas inferiores a
taxa DI, indicando um risk-free rate puzzle invertido, similar ao documentado
por Bonomo e Domingues (2002) para o Brasil. Além disso, as estimativas dos
parimetros 3 e o nos modelos GMM e GEL mostraram pouca aderéncia dos
dados brasileiros ao CCAPM, especialmente quando comparadas a estudos
anteriores na literatura de macro-finangas do pais.

A existéncia de um risk-free rate puzzle pode sinalizar que o mercado
nao percebe os titulos publicos como completamente livres de risco. Conse-
quentemente, os agentes podem exigir prémios de risco mais altos, tornando
o crédito mais caro e obstruindo canais de transmissao da politica monetdria,
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dificultando o controle da inflacdo e a suavizacgdo do ciclo econdmico.

A metodologia aqui empregada pode ser aprimorada de diversas manei-
ras. Pesquisas futuras podem explorar diferentes especificacdes para a fungcdo
utilidade, incluindo heterogeneidade entre agentes e mercados incompletos.
Outra possibilidade é segmentar o consumo em bens durdveis, ndo durdveis e
servigos, ou diversificar os dados de retornos para ampliar a representatividade
da carteira. Além disso, pode-se testar se o excesso de retorno entre a taxa DI e
a taxa livre de risco estimada possui preco nulo, aprofundando a compreensao
dos prémios de risco no mercado brasileiro.
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