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Resumo: Em uma escala suficientemente pequena todos os materiais sao heterogéneos e
essa nao homogeneidade do meio pode ser interpretada como causa de complexos compor-
tamentos mecanicos de uma vasta gama de materiais de engenharia, fendmenos estes que
podem variar de uma simples inducao de concentracao de tensdes a acentuacao da danifi-
cacdo do meio. No caso de materiais frageis e parcialmente frageis, por exemplo, é dire-
tamente responsavel pela resposta nao linear obtida. JA em meios lineares (ou elastoplas-
ticos) pode distorcer totalmente a distribuicao dos campos internos do dominio, induzindo
regidoes com maior concentracao de deformacdes. Dessa forma, justifica-se um estudo fo-
cado na capacidade de introducao dessa caracteristica material na analise numérica, quer
seja no desenvolvimento de estratégias computacionais apropriadas para tal, quer seja na
avaliacdo aprofundada dos métodos numéricos utilizados. A introducao da heterogeneidade
em um modelo simples do Método dos Elementos Finitos (MEF) pode ser explicita, com mo-
delagem da morfologia da mesoescala interna do material, valendo-se de algoritmos espe-
cificos de distribuicao de particulas, ou implicita, com a atribuicdo aleatoria das proprie-
dades materiais ao longo de todo o dominio. Esse artigo tem como objetivo discutir a in-
fluéncia da heterogeneidade material em analises via Método dos Elementos Finitos, nas
quais as abordagens anteriormente referidas para incorporacao da nao homogeneidade do
meio sao integradas aos experimentos numéricos através de distintas estratégias computa-
cionais. Exemplos bidimensionais em estado plano sao apresentados. Destaque é dado a
diferentes tratamentos para as malhas, registrando-se uma discussao sobre o desempenho
de cada um deles. O trabalho foi desenvolvido no sistema INSANE (INteractive Structural
Analysis Environment), um software livre desenvolvido na Universidade Federal de Minas
Gerais.

Palavras-chaves: Método dos Elementos Finitos; Heterogeneidade; Simulacdo Computacio-
nal.
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Abstract: On a sufficiently small scale any material is heterogeneous and this medium non
homogeneity may be understood as the cause of complex mechanical behavior of a large
range of materials used in engineering, phenomena that may vary from simple stress con-
centration induction to an increase of medium damage. In case of brittle materials, for
example, this is the straightforward reason of the non linear response obtained. For linear
medium (or elastoplastic) this characteristic may distort the distribution of internal field
domain entirely, inducing areas with higher strain localization. In this manner, is justified a
study focused on the capacity of introducing this material characteristic in a numerical
analyze, by developing computational strategies appropriately, or by a deep evaluation of
computational numerical methods utilized. The introduction of heterogeneity in a simple
Finite Element Method (FEM) model may be explicit, by modeling the material mesoscale
internal morphology, utilizing specific particle distribution algorithms, or implicit, with the
random assignment of materials properties over the domain. This article aims to discuss
the influence of materials heterogeneity in FEM analysis, in which the approaches mentio-
ned before for the medium heterogeneity incorporation are integrated to the numerical
experiments by different computational strategies. Bi dimensional examples in plane stress
state are presented. It is highlighted the different mesh treatment, and is discussed their
individual performance. This work has been carried out within the INSANE system (INterac-
tive Structural Analysis Environment), a free software developed at the Federal University
of Minas Gerais-Brazil.

Keywords: Finite Element Method; Heterogeneity, Computacional Simulation.
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1. INTRODUCAO

A heterogeneidade em materiais parcialmente frageis ¢ apontada como uma das causas do
seu complexo comportamento, altamente nao linear, € também como a responsavel por feno-
menos como a localizacdo de deformacgdes e o efeito de tamanho, dentre outros. A heteroge-
neidade proporciona o efeito benéfico da propagacdo lenta de fissuras estaveis, anterior a ins-
tabilidade repentina provocada por uma fissura localizada (Pitangueira, 1998). Para descrever
tal efeito, ¢ imperativo que modelos numérico-computacionais incorporem uma descrigao
aproximada da morfologia desses materiais, normalmente caracterizada por graos embebidos
em uma matriz, buscando, assim, capturar o comportamento derivado das interagdes entre as
fases desta mistura em alguma escala de observagao.

O concreto ¢ o material parcialmente fragil mais utilizado na engenharia. Neste caso,
tem-se enfatizado seu estudo na micro e mesoescalas, uma vez que essas fornecem informa-
¢Oes importantes sobre as propriedades materiais dos agregados e da matriz cimenticia, mas
usualmente compreende-se que o comportamento mecanico de estruturas de concreto ¢ go-
vernado principalmente pela analise na macro € mesoescala (Asai; Terada; Ikeda, 2001). Na
mesoescala, o concreto pode ser considerado um material trifisico, composto por agregado,
matriz cimenticia e zona de transi¢do. Tais fases diferenciam-se em termos de propriedades
materiais € comportamento mecanico. Em termos de propriedades materiais, os agregados sao
estruturas rochosas com grande resisténcia, enquanto a zona de transi¢do, posicionada na in-
terface entre a matriz cimenticia e o agregado, ¢ a regido menos resistente. Em termos de
comportamento mecanico, observa-se que os agregados rochosos sdo frageis, enquanto a zona
de transi¢do tem comportamento mais ductil.

A distribuicdo das diferentes fases pode ser representada segundo as abordagens probabi-
listica ou discreta, conhecidas também como indireta e direta. A introdu¢do da ndo homoge-
neidade no meio material de maneira direta descreve geometricamente a localizagdo das dife-
rentes fases do meio no dominio. A partir de um método de distribuicdo de particulas, por
exemplo, que pode ser obtido experimental ou teoricamente, faz-se o posicionamento dos
agregados no dominio do problema. Posteriormente, realiza-se o0 mapeamento de elementos
finitos, relacionando-os a localiza¢do dos graos para assim definir o material de cada um dos
elementos da malha. A forma indireta introduz a heterogeneidade na analise, via método dos
elementos finitos, preservando as caracteristicas de simplicidade do método (Pitangueira,
1998). Considera-se o material inicialmente heterogéneo, sendo formado por uma mistura dos
diversos constituintes. Conhecida a propor¢ao das fases que formam a mistura, distribui-se
aleatoriamente as diferentes caracteristicas constitutivas pelo dominio analisado. Essa aborda-
gem utiliza, apenas, a proporcionalidade entre as fases e a relacdo entre o volume representa-
tivo da heterogeneidade e o volume do dominio em analise.
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O objetivo desse trabalho ¢ discutir a influéncia da heterogeneidade material em analises
numéricas utilizando o Método dos Elementos Finitos (MEF). Esse objetivo insere-se em um
amplo projeto de pesquisa que visa modelar numericamente materiais parcialmente frageis
através de estratégia multiescala. Tal projeto integra-se ao INSANE (INteractive Structural
ANalysis Environment), software que foi utilizado para os exemplos numéricos apresentados
nesse artigo.

O artigo organiza-se em cinco sessoes. Esta introducao ¢ seguida pela descri¢ao das duas
abordagens utilizadas para introduc¢do da heterogeneidade, bem como os recursos numéricos e
computacionais adotados; posteriormente apresenta-se um exemplo numérico seguido de dis-
cussdo dos resultados; e, finalizando, algumas conclusdes sdo opontadas.

2. ABORDAGENS PARA INTRODUCAO DA HETEROGENEIDADE

O estudo da heterogeneidade em meios parcialmente frageis ja foi discutido por diversos
autores. Os trabalhos de Burt e Dougill (1977), Bazant e Tabbara (1990), Bazant et al. (1990),
Schlangen (1993), por exemplo, descrevem a heterogeneidade por meio de uma rede de ele-
mentos finitos, gerada com base na distribui¢do dos graos e na descricdo morfologica dos
mesmos. Nesse artigo, essa abordagem ¢ denominada direta, uma vez que se baseia na locali-
zacdo e caracterizacdo geométrica das fases para atribuicdo de propriedades mecanicas.

Na abordagem indireta, usada por Pitangueira (1998), Rossi e Richer (1987), Grassl e
Bazant (2009), dentre outros, a atribui¢ao das caracteristicas mecanicas do material no volu-
me estrutural ¢ feita de forma aleatdria, usando uma distribui¢do de probabilidade que se ba-
seia na proporcionalidade entre as fases. Além disso, essa alternativa permite, como feito por
Pitangueira (1998), associar o volume estrutural com um volume representativo da mistura
heterogénea que caracteriza a escala de observacao.

2.1. Abordagem Direta

Ao considerar a localizacdo e descricdo geométrica dos graos da mistura, faz-se uma in-
troducdo explicita da heterogeneidade, na qual ndo se considera apenas a propor¢do entre as
fases e a probabilidade de ocorréncia de cada uma, mas também uma distribui¢do espacial das
mesmas.

Para gerar o posicionamento dos graos, neste trabalho, fez-se uso de um algoritmo de dis-
tribuicao aleatoria de particulas, conhecido como take-and-place conforme descrito em Mon-
teiro (2017). A partir de uma curva granulométrica ou de uma faixa de dimensao de particulas,
o algoritmo sorteia as coordenadas dos centroides das particulas, a comecar pelas de maior
tamanho, e posiciona-as dentro do dominio estudado. Realiza-se, entdo, uma verificagdo
quanto a sobreposi¢do entre particulas e também entre os limites do dominio. Utiliza-se um
parametro de majora¢do do tamanho da particula denominado fator de distribuig¢do, ou distri-
bution factor (DF), evitando assim qualquer posicionamento indevido.
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Esse processo ¢ repetido sucessivamente, posicionando particulas de dimensdes decres-
centes, até que todas as particulas tenham sido distribuidas e que o indice de propor¢do em
relagdo a mistura tenha sido atingido. Essa metodologia ¢ utilizada nos trabalhos Bazant et al.
(1990) e Schlangen (1993). Vale ressaltar que, nesse tipo de algoritmo, a ordem de complexi-
dade aumenta rapidamente, uma vez que o aumento no numero de particulas implica no au-
mento do nimero de testes e, consequentemente, da demanda computacional.

ApoOs a geracao e distribui¢do das particulas pelo dominio, faz-se a sobreposi¢ao da ma-
lha de elementos finitos a esse grid de particulas gerado, obtendo-se assim o mapeamento
para a atribui¢do das propriedades constitutivas dos elementos inseridos no interior de cada
particula, conforme demonstrado na Figura 1.

Interface o

Agregado

Figura 1. Associacao das fases do material aos elementos finitos sobrepostos a morfologia dos graos

Fonte: Adaptado de Schlangen (1993)

Nessa etapa, os elementos que compdem a malha tém suas propriedades constitutivas de-
finidas conforme seu posicionamento. Aqueles elementos posicionados no interior das parti-
culas, sdo atribuidas as propriedades constitutivas de agregado, enquanto que aqueles que es-
tao fora, sdo atribuidas as propriedades da matriz cimenticia.

As malhas utilizadas nesse trabalho nao apresentam conformidade com a distribui¢ao ge-
ométrica dos graos. Logo, o termo Non Conform Mesh (NCM) ¢ utilizado para denotar que a
malha foi elaborada e posteriormente sobreposta ao grid de particulas.

Ao atribuir as propriedades mecanicas, a abordagem direta ndo conforme pode ser dividi-
da em duas categorias: Non Conform Mesh Multi Phase Model (NCMMP) e Non Conform
Mesh Single Phase Model (NCMSP). A primeira possibilita que o elemento finito situado en-
tre as duas fases da mistura represente ambas. Enquanto, na segunda categoria o elemento fi-
nito pode ser descrito como monofasico, sendo inteiramente composto por um unico material,
ainda que esse localize-se numa regiao de transicao.
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2.2. Abordagem Indireta

Com um enfoque probabilistico, essa abordagem distribui pelo dominio ja discretizado,
ou seja, pelos elementos finitos, as propriedades constitutivas das fases que compdem o mate-
rial. Essa distribui¢do ¢ aleatoria e considera apenas a propor¢ao de cada fase constituinte da
mistura e a probabilidade de ocorréncia de cada um dos materiais. Sendo assim, nao ha ne-

nhuma referéncia ao posicionamento da heterogeneidade, conforme proposto no trabalho de
Pitangueira (1998).

Numa discretizagdo da estrutura em elementos finitos, toda informagao relacionada com
o comportamento do material que a compde, esta associada aos pontos de integracao do pro-

blema (Pitangueira, 1998), portanto, s3o nesses pontos que realiza-se a atribuicdo das proprie-
dades constitutivas.

Conhecidas as propor¢des em volume com que cada constituinte participa da mistura,
estabelecem-se as probabilidades de ocorréncia dos constituintes que serdao associados a cada
ponto de integracdo. Para cada ponto de Gauss, no dominio do problema, associa-se uma das
fases do concreto sélido de forma aleatoria.

Apos esse sorteio faz-se a checagem da propor¢ao da fase sorteada em relagdo a sua pro-
porc¢do na mistura e também em relagcdo ao que ja foi distribuido. Esse algoritmo repete-se até
que todos os constituintes tenham sido totalmente utilizados e que o dominio represente a
propor¢ao material arbitrada inicialmente. Destaca-se ainda que em um mesmo elemento os
diferentes pontos de integracdo no seu interior podem estar associados a propriedades consti-
tutivas de diferentes fases, como pode ser observado na Figura 2.
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D/”/: N
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NN T EENNY N [T

Agregado Matiiz | |Tnterface @ Ponto de Integragdo

Figura 2. Fases do concreto sélido associadas aos pontos de integracio

Fonte: (Pitangueira, 1998)
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2.3. Aspectos Computacionais

Com As simulagdes numéricas apresentadas neste trabalho foram realizadas com o IN-
SANE, um software de elementos finitos cujo cddigo fonte esta disponivel em http://www.in-
sane.dees.ufmg.br. O software possui trés grandes modulos: pré-processador, processador e
pos-processador. A introducao da heterogeneidade na modelagem ¢ feita na etapa de pré-pro-
cessamento, ainda que seja necessario a utilizagdo de todos os mddulos do software, seja na
etapa de solugcdo do modelo, seja na etapa de visualizacao dos resultados obtidos.

Dentre as diferentes formas de geracdo de malhas disponiveis no pré-processador, utili-
zou-se a denominada Randon Mesh, que constroi malhas de elementos finitos triangulares a
partir de pontos posicionados aleatoriamente, obedecendo uma distancia maxima entre eles
(Ferreira, 2015). Este tipo de malha ¢ particularmente adequado para a abordagem direta de
introducdo da heterogeneidade, pois permite associar as dimensdes dos elementos finitos com
as dimensoes dos graos, de modo que cada grao seja representado por pelo menos um elemen-
to finito.

ApOs a criagdo da malha e defini¢do das condi¢des de contorno e carregamentos, o pro-
cesso de atribui¢ao de propriedades constitutivas aos pontos de integracdo dos elementos fini-
tos, tanto para a abordagem indireta quanto para a direta, pode ser executado.

Ressalta-se que a criagdo do modelo também pode ser feita através de um arquivo texto
escrito segundo o padrao XML. Esse arquivo ¢ composto por todas as informacdes necessari-
as para criagdo de um modelo do MEF, tais como: método de solu¢do, coordenadas e restri-
¢oes nodais, tipo de andlise, lista de materiais, incidéncia dos elementos e carregamentos.
Para a modelagem via MEF considerando a heterogeneidade, cria-se uma lista dos materiais
que constituem as fases e criam-se também os pontos de integragdo aos quais as fases serdo
associadas. Além dessas informacdes ¢ necessario especificar o tipo de abordagem que sera
utilizada: direta ou indireta. No caso da abordagem direta, deve-se informar os parametros
para a geragdo de particulas, como dimensdo maxima e minima dos agregados, proporcao da
fracdo de agregados, fator de distribuicdo, ou informar uma distribui¢do granulométrica
(Monteiro, 2017). J& na abordagem indireta € necessario apenas a propor¢do entre as fases.

3. EXEMPLO
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Para comparar a abordagem indireta ou probabilistica de introducao da heterogeneidade
com a abordagem direta, simula-se o problema de estado plano de tensdes da Figura 3. As
caracteristicas geométricas do problema sao w=200mm, h=100mm e t=10mm. As condi¢des
de contorno sdo tais que impedem os deslocamentos verticais na borda inferior e os desloca-
mentos horizontais na borda esquerda. Uma carga uniformemente distribuida de p=0.01kN/
mm atua na borda direita. A Figura 3 também mostra a distribuicdo de graos adotada para a
abordagem direta. Tal distribui¢dao considera uma fra¢ao de particulas igual a 0,2 (PF=0,2), ou
seja, 20% do volume dominio do problema é composto por particulas. Manteve-se o fator de
distribuicao de DF=0.3 e diametros das particulas entre 12.5mm e 19mm. Fixou-se a distri-
bui¢do de particulas para as diferentes malhas propostas, para obter assim uma comparagao
mais objetiva entre as diferentes discretizagdes e abordagens. Para a equivaléncia entre as
abordagens, utilizou-se a mesma proporcao de graos (20%) na constru¢do do modelo probabi-
listico da abordagem indireta. Ainda na Figura 3, mostram-se as malhas de elementos finitos
adotadas. Tais malhas foram construidas considerando a maior dimensdo dos elementos com
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Figura 3. Problema modelado, distribuiciio de graos e malhas de elementos finitos utilizadas.

Fonte: Elaborada pelos autores.
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4mm (malha M1), 8mm (malha M2), 12mm (malha M3) e 16mm (malha M4). As malhas
foram assim compostas de forma que, na malha mais refinada, os elementos tivessem tama-
nho maximo inferior ao menor didmetro da particula, e, na malha mais grosseria, os elemen-
tos tivessem tamanho maximo um pouco inferior ao didmetro da maior particula. O concreto
foi considerado como uma composicao bifasica de matriz e agregado com relagao constitutiva
linear, mddulos de elasticidade Em=30GPa (matriz) e Ea=300MPa (agregados), e coeficiente
de Poisson v=0.2, para ambas as fases.

Para a abordagem direta, as simulagcdes foram realizadas utilizando as estratégias
NCMSP (Non Conform Mesh Single Phase) e NCMMP (Non Conform Mesh Multi Phase).
Entretanto, para as malhas consideradas, os resultados das duas estratégias mostraram-se
muito semelhantes. Assim, para sintetizar os resultados mais significativos apresentam-se so-
mente aqueles obtidos com a estratégia NCMMP, além dos obtidos com a abordagem indireta.
As variagdes dos deslocamentos horizontais e das deformag¢des normais horizontais sao mos-
tradas nas Figuras 4 e 5, respectivamente. Nestas figuras, os resultados obtidos com a aborda-
gem direta s3o mostrados na coluna a esquerda e aqueles obtidos com a abordagem indireta
sd0 mostrados na coluna a direita. Os resultados das diferentes malhas sdo apresentados do
topo para a base da figura, partindo-se da malha mais refinada (malha M1), para a malha me-
nos refinada (malha M4).

Pode-se observar que os campos de deslocamentos e de deformagdes, mostrados nas Fi-
guras 4 e 5, ndo sao uniformes como os que seriam obtidos em uma analise linear homogénea.
Esse resultado ¢ esperado, e comprova que a heterogeneidade foi introduzida independente-
mente da abordagem utilizada.Por outro lado, ao se comparar em cada uma das Figuras 4 ¢ 5,
as imagens obtidas com a abordagem direta com as obtidas com a abordagem indireta, nota-se
que a abordagem direta, apesar de aparentar ser mais realista, induz concentragdes de defor-
magoes, com variagdes bruscas no dominio do problema, que afastam a modelagem da repre-
sentagdo adequada e desejavel para um problema de meio continuo. Para melhor ilustrar esse
aspecto dos resultados, apresenta-se na Figura 6 a variagdo da deformacao uniforme equiva-
lente (eeq), definida como a razdo entre o maximo deslocamento observado na face livre e a

dimensdo w da chapa tracionada, com a mudan¢a da malha. O grafico mostra que a deforma-
¢ao uniforme equivalente quase nao variou com a mudang¢a da malha, quando se usou a abor-
dagem indireta, mas revelou variacdes significativas, quando se usou a abordagem direta.
Acrescenta-se ainda que uma avaliagao do modulo de elasticidade equivalente (Eeq), obtido
com a média das deformacdes homogéneas equivalentes da Figura 6 e a tensdo aplicada na
face livre, resulta em Eeq=6,6 GPa, para a abordagem direta, e Eeq=18,5 GPa, para a abor-
dagem indireta, revelando que esse ultimo valor é mais proximo do observado experimental-
mente em uma mistura representativa do material concreto.
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Figura 4. Variacdes dos deslocamentos horizontais obtidas com as duas abordagens e as quatro malhas.

Fonte: Elaborada pelos autores.
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Figura 5. Variacoes das deformacdes horizontais obtidas com as duas abordagens e as quatro malhas.

Fonte: Elaborada pelos autores.
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Figura 6. Variacdo da deformacio uniforme equivalente com a malha

4. CONSIDERACOES FINAIS

O artigo apresentou duas abordagens para introdugdo da heterogeneidade na andlise via
Método dos Elementos Finitos. A abordagem direta adota uma descricao detalhada da mor-
fologia da mistura heterogénea enquanto a abordagem indireta a representa de forma proba-
bilistica. Essa diferenca fundamental implica naturalmente em maior esfor¢o computacional
requerido para a abordagem direta, pois nesta a etapa de geragdo da distribuicdo dos graos,
inexistente na abordagem indireta, ¢ imperativa.

Nota-se que na malha mais refinada os resultados apresentam campos de deslocamentos
semelhantes, tanto na abordagem direta como na indireta, apesar dos valores nao coincidirem.
Em malhas mais grosseiras, tais campos nio se assemelham. E importante observar que os
campos de deslocamentos obtidos com uma malha grosseira ¢ uma malha refinada utilizando
a abordagem apresentam maior semelhanga, em compara¢do com aqueles obtido pela abor-
dagem direta.

Por meio das imagens dos campos de deformacdo, pode-se observar concentracdes de
deformacdes que evidenciam a boa representagdo da heterogeneidade. Evidentemente essa
localizagdo ndo coincide, ao compararmos as duas abordagens, nem mesmo em uma malha
muito refinada, pois as formas de introdugdo da heterogeneidade sdo bastante diferentes.

Ao analisar a variagdo da assim denominada deformag¢do uniforme equivalente com a
mudanga de malha, ¢ possivel notar que os resultados obtidos seguindo a abordagem indireta
apresentam menor variagdo entre si quando comparados com aqueles obtidos com a abor-
dagem direta, ressaltando assim a dependéncia desta abordagem em relagdo a discretizacao.
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Concluindo, pode-se dizer que ambas as abordagens mostraram-se satisfatorias para rep-
resentacdo qualitativa da heterogeneidade do meio, porém constatou-se que a abordagem dire-
ta necessita de uma malha mais refinada para bem representd-la. Também pode-se dizer que a
abordagem indireta apresentou resultados mais convergentes e uma distribui¢do no campo das
grandezas mais consistente ao analisar as diferentes discretizagdes.

Entretanto, tais conclusdes podem ser precipitadas pois os resultados ndo revelaram prox-
imidade quantitativa nos intervalos das grandezas estudadas (deslocamentos e deformacodes).
Sendo assim, estudos adicionais sdo necessarios de modo a estabelecer equivaléncia entre a
distribuicao das propriedades constitutivas obtida com a abordagem indireta, que varia a cada
malha, com aquela obtida com a abordagem direta que, no estudo apresentado, foi mantida
fixa. Pretende-se também, em futuros estudos, analisar o impacto da heterogeneidade na
analise de problemas ndo lineares.
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