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Resumo: A equacdo de Cahn-Hilliard é uma das principais equacdes dos modelos de campo de
fase e é frequentemente usada para problemas envolvendo decomposicdo espinodal,
escoamento de fluidos multifasicos, modelagens de crescimento tumoral, entre outros. No caso
da decomposicdo espinodal, a modelagem do campo de fase apresenta escalas temporais
diversas em sua evolucdo. Portanto, solu¢ées numéricas eficientes para esse tipo de problema
envolvem esquemas de adaptatividade temporal adequados. O presente trabalho apresenta
estratégias inovadoras para a adaptatividade temporal da equacdo de Cahn-Hilliard no intuito
de diminuir o esforco computacional para essas simulages, sem comprometer a solucdo e suas
qguantidades de interesse. A adaptatividade temporal é baseada na teoria de controle, onde a
grandeza a ser controlada é o erro de truncamento local. O erro de truncamento local é
extrapolado por um método de integra¢do temporal de ordem inferior ao utilizado na marcha
temporal, que é posteriormente aproximado por um operador de diferenga de segunda ordem.
Utiliza-se um método de primeira ordem para a aproximagdo do erro de truncamento local.
Controladores de passo de tempo sao utilizados, no intuito de calcular o passo de tempo
seguinte em fungdo do erro de truncamento local calculado nos passos anteriores. Trés
controladores sao utilizados e comparados: um controlador PID completo, um controlador
basico contendo apenas a parcela integral do PID e um controlador preditivo. Grandezas como
conservagao de massa e decaimento energético sdo avaliadas, assim como a avalia¢do da fisica
em todos os casos. As equagles sao aproximadas espacialmente pelo método dos elementos
finitos e a equagao de Cahn-Hilliard, por ser uma equacgao diferencial parcial de quarta ordem,
é convertida em um sistema ndo-linear de equacdes diferenciais parciais de segunda ordem, a
fim de ser resolvida por elementos lineares.

Palavras chaves: Cahn-Hilliard; Campo de fase; Adaptatividade temporal.
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Abstract: : The Cahn-Hilliard equation is used in phase field modelling of spinodal
decomposition, multiphase fluid flow, tumour growth and many others. In the case of the
spinodal decomposition, the phase field modelling reveals different time scale in its evolution.
Therefore, efficient numerical solutions involve adequate time adaptivity schemes. The present
study present innovative strategies for the time adaptivity of the Cahn-Hilliard equation to lower
the computational effort without compromising the solution accuracy and its quantities of
interest. The time adaptivity schemes are based on the control theory, where the weighted local
truncation error is controlled. The local truncation error is extrapolated by an integration
method of lower order than the method used in time stepping, which is approximated by a
second order backward difference formula. We consider a first order method to approximate
the local truncation error. Then, time step controllers are used to calculate the next time step in
function of the local truncation error of the previous time steps. Three controllers are used and
compared: A complete PID controller, a basic controller containing only the integrating part of
the PID and a predictive controller. Quantities of interest such as mass conservation and energy
decay are evaluated.. The simulations are spatially approximated by the finite element method
and the Cahn-Hilliard equation, being a fourth-order partial differential equation, is converted
into a system of non-linear second-order equations to be solved by linear elements.

Keywords: Cahn-Hilliard; phase-field; time adaptivity.
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1 INTRODUCAO

A equacdo de Cahn-Hilliard foi proposta para modelar a separacdo de fases que
ocorre em ligas metélicas bindrias em Cahn e Hilliard (1958). Sua representacao
matematica pode ser vista como:

Z—‘f =V. (M(cp)V (Z—Z — 22 ¢>)> 1)

onde #(x,t) € a concentracdo de um componente da mistura ou parametro de ordem de um
campo de fase, M(¢) é a mobilidade da mistura em funcdo da concentracdo, ¥(¢) é a
funcdo densidade de energia livre considerando-se uma mistura homogénea e ¢ € um
parametro relativo a interface entre os componentes.

Desde a sua descoberta até os dias atuais, a equacdo de Cahn-Hilliard foi amplamente
utilizada em diversas aplicacGes fisicas. Em Kim et al. (2016), os autores mostram 0 uso
da equacdo para a formacdo de cadeias poliméricas, reconstrugdo digital de imagens,
escoamento de fluidos binarios, elasticidade envolvendo microestrutura ndo-homogénea,
modelagem de crescimento tumoral e otimizacdo topoldgica. Suas propriedades de
decaimento energético e conservacdo de massa, quando submetida as condicbes de
contorno periddicas ou de fluxo nulo, sdo fundamentais para a versatilidade da equacao.
Matematicamente, a equacdo de Cahn-Hilliard é uma equacdo diferencial parcial,
parabdlica, ndo-linear de quarta ordem. Sua aplicacdo em situacOes de separacao de fases
permite a captura de uma dindmica de segregacdo inicial rapida, levando a formacéo de
uma interface difusa entre os dois componentes da mistura, além de uma dindmica lenta
de difusdo apds a definicdo das fases. Essas duas etapas sao caracterizadas por diferencas
em escalas de tempo e espaco, tornando a equacdo de Cahn-Hilliard dificil de ser
aproximada numericamente de forma precisa e computacionalmente eficiente.

O presente trabalho apresenta solucGes relativas a adaptatividade do passo de tempo
de uma simulacdo de uma mistura binaria submetida a separacao de fases. O passo de
tempo é calculado a partir do erro estimado a posteriori utilizando controladores
derivados da teoria do controle, de forma que, quando a simulacdo se encontra em um
processo envolvendo dindmicas rapidas, o passo de tempo é reduzido para capturar 0s
fendmenos fisicos de forma precisa, enquanto em situacdes onde a dinamica do sistema
é lenta, 0 passo de tempo é aumentado para otimizar a performance das simulaces,
atingindo estagios mais longos de simulacdo com menor esforgo computacional. Nas
simulacOes presentes neste trabalho, o método dos elementos finitos € utilizado e a
implementacéo ¢é feita através da biblioteca FENICS.

2 EQUACOES GOVERNANTES

Nessa secdo mostra-se a derivacdo fisica da equacdo de Cahn-Hilliard e do seu
funcional de energia associado. A decomposic¢do spinodal, definida em Cahn (1961), é
um processo de separacdo de fases em que uma mistura, inicialmente homogénea,
apresenta instabilidades termodindmicas que promovem a separagdo de Seus
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componentes em regides distintas com concentracdes diversas, provocadas por um
resfriamento subito. Em casos envolvendo duas fases, o funcional de energia livre de
Ginzburg-Landau descreve a energia total do sistema. A sua configuracdo usual consiste
em dois termos e sua representacdo é mostrada na Eq. (2).

F(¢) = [,(¥(P) + £*|V¢|*)dn )

Os dois termos presentes no funcional sdo relativos a composicdo de cada
particula da mistura e sua vizinhanca, respectivamente. A funcdo densidade de energia
livre homogénea ¥(¢) corresponde a energia que cada particula teria se estivesse cercada
por material da mesma composi¢do, enquanto o termo relativo ao gradiente espacial da
concentracdo ¢(X,t) computa a energia da regido que circunda a particula em questéo.

2.1 Funcao densidade de energia livre

A funcdo densidade de energia livre homogénea € derivada da teoria da mistura e
corresponde a quantidade de energia necessaria para a separacdo das fases. O diagrama
de fases é funcdo da concentracdo ¢(x,t) e da temperatura absoluta T e pode ser
visualizado na Figura 1. No entanto, para temperaturas da mistura abaixo de uma dada
temperatura critica T, as duas fases de uma mistura binaria podem coexistir.

Figura 1. Funcao densidade de energia livre para uma mistura binaria simples. Duas fases
coexistemquando T < T.

Fonte: (Provatas and Elder, 2010)

Considerando uma situacdo isotérmica com temperatura abaixo da critica T, a
funcdo densidade de energia livre homogénea passa a ser apenas funcéo da concentracéo
#(x,t) e se comporta como uma funcédo de pogo-duplo. A derivacdo da funcao densidade
de energia livre homogénea para essas condicdes, a partir das teorias da termodindmica
molecular e da mecanica estatistica, leva a uma funcdo logaritmica em funcdo do
parametro de ordem ¢(x,t). No entanto, € comum na literatura ver a substitui¢éo da funcédo
densidade de energia livre logaritmica por uma fungéo polinomial de quarta ordem, com
o intuito de facilitar a solugdo numérica. A Figura 2 mostra que as duas fungdes, nesse
intervalo, sdo qualitativamente equivalentes.
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Figura 2. Comparacéo entre fun¢des de poc¢o-duplo polinomial e logaritmica.

Fonte: (Lee et al., 2014)

Uma forma polinomial muito usada na literatura € mostrada na Eq. (4), sendo:
2

W(¢)=%(¢—J§)Z(¢+ JE) @)

onde a e 8 séo constantes positivas e as fases estaveis séo definidasem ¢, = +/B/«a
. No presente trabalho, utilizaremos a forma definida na Eq. (4), com os parametros a =
B = 100, definindo as fases em ¢ = +1 e as interfaces em valores intermediarios. O
perfil de equilibrio unidimensional (sob um eixo z ortogonal a interface) da equacéo de
Cahn-Hilliard para a fungéo densidade de energia livre homogénea utilizada nesse estudo
é dado pela Eq. (5), em que

¢, = \/gtanh (\/%C_) (5)

onde { = /€2/B é uma constante relativa a espessura da interface, de forma que, quanto
maior for seu valor, mais difusa sera a interface. Com isso, é possivel definir o perfil de
equilibrio a partir dos parametros a, 8 € €.

2.2  Aequacdo de Cahn-Hilliard

A equacdo de Cahn-Hilliard, vista na Eq. (1), pode ser deduzida através de
argumentos fisicos e matematicos. Em Lee et al (2014), os autores apresentam a sua
deducéo utilizando as duas possibilidades. A equacdo de Cahn-Hilliard, com condigdes
de contorno de fluxo nulo, apresenta as propriedades de conservacdo de massa e
decaimento energético. Essas duas propriedades sdo provadas em Elliott (1989) e devem
ser verificadas em simula¢Ges numéricas. Matematicamente as duas expressdes sdo dadas
pelas Eq. (6) e (7):

wlada=0 ©®)

2 [,(#(@) + £2|Vp|?)da < 0 (7)
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Quanto a mobilidade M (¢), 0 uso de valores de mobilidade constante pode levar a
resultados imprecisos em uma série de fendmenos fisicos, apesar de serem
termodinamicamente corretos. Uma solugédo para este problema é o uso de mobilidades
degeneradas, que limitam a existéncia de mobilidade apenas nas interfaces, alterando na
dindmica do sistema para problemas que ndo podem revelar dindmicas rapidas, como, o
amadurecimento de Ostwald. Em Abels et al. (2013), por exemplo, os autores destacam
a necessidade de se utilizar mobilidades degeneradas em simulacdes de escoamentos de
fluidos binérios para evitar esse fendmeno.

3 METODOLOGIA NUMERICA

Na presente secdo, detalhes sobre os métodos numéricos de discretizacdo espacial,
temporal e adaptatividade do passo de tempo para as simula¢es sdo mostrados. Eyre
(1998) destaca a dificuldade de se resolver numericamente a equacdo de Cahn-Hilliard,
pelo fato de ser uma equacéo diferencial rigida, envolvendo multiplas escalas temporais.
O autor também menciona a dificuldade em discretizar espacialmente as interfaces, que
demandam malhas mais refinadas nessa regido para a resolu¢do com maior acurécia.

3.1 Discretizacdo espacial

Sendo a equacdo de Cahn-Hilliard uma equacdo de quarta ordem, uma formulacéo de
elementos finitos com alta ordem de continuidade é necesséria. Diversos autores
desenvolveram estratégias distintas para tanto, como a formulacéo variacional baseada
em NURBS, visto em Gomez et al. (2008), ou o uso de elementos de continuidade C*
mostrado em Stogner et al. (2008). No entanto, a estratégia de separacdo de variaveis (ou
splitting), proposto por Elliott et al. (1989), permite a separacdo da equacdo de Cahn-
Hilliard em duas equac6es acopladas, gerando um sistema ndo-linear que resolve dois
campos: a concentracdo ¢ e o potencial quimico u. Com a separacao de variaveis, as duas
incognitas passam a admitir elementos de continuidade C°, sob o custo de se resolver um
grau de liberdade a mais em cada no.

No presente trabalho, consideraremos simula¢fes de decomposicéo espinodal, onde
uma mistura entre dois componentes A e B encontra-se instavel em seu estagio inicial. A
mistura ocupa um dominio Q € R™d4 com fronteira ' suficientemente continua,
equipados com a normal n.

O sistema apos a técnica de separacao de variaveis, em sua forma forte, pode ser visto
a seguir. As Eq. (8) e (9) séo as equacOes acopladas para ¢ e u, as Eq. (10) e (11) séo as
condicBes de contorno de fluxo nulo e a Eq. (12) corresponde a condigéo inicial do
sistema. O problema em questdo, entdo, pode ser definido como: encontre
¢:QAx[0,T] - Reu:Qx[0,T] = R taisque:

L7 M)V em  x [0,T], 8)

©= Z—': — €272¢) em 2 x [0,T], 9)
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Vu-n=0 emI x[0,T], (10)
Vo -n=0 em " X [0,T], (11)
d(x,0) = ¢po(x) em (2. (12)

A forma fraca das equaces € obtida a partir da ponderagédo de sua forma forte por
funcdes teste gq,w € H1(Q), onde H(Q) é o espaco de Sobolev das fun¢des quadrado
integraveis com primeira derivada fraca quadrado integravel, obtendo-se as Eq. (13) e
(14), isto e,

(w,2) + (Vw, M(¢)Vi) = 0 (13)

]
(4.25) = (@) + (Vq,€?V¢) = 0 (14)
onde (.,.) é o produto interno em L2 ().

O método de Galerkin aproxima os campos incognita através de fungdes em um
espaco de dimensdo finita. Esses espacos sdo definidos nas Eq. (15) e (16).

St ={¢" u" 1o" u" € H'(Q); d"lq,, 1"]q, € P1(2°),Ve} (15)
wh = {wh q" lw", q" € H'(Q); w"lqg,, q"|q, € PT(2°),Ve} (16)
onde P1(02°) é o espaco das funcdes lineares de interpolacéo.

Ap0s tais procedimentos e a discretizacdo espacial padrdo em elementos e ndés, a
formulacdo em elementos finitos para a equacéo de Cahn-Hilliard é: encontre ¢", u* €
Sh % [0,T], yw", q" € W valem:

(wh, %h) + (YW, M(¢)Vu") = 0 (17)
(a"55) — (@".u™) + (Vg",*Vg") = 0 (18)

onde g" = $3% C{kNIa wh = T30 wieNy, ¢ = 3325 ¢k_Nk, € ut = 3% Ny, sendo
N, as funces de interpolagdo e nds o niumero de nds na discretizacao.

3.2 Integracado temporal

A equacdo de Cahn-Hilliard envolve diversas escalas temporais distintas. Em
simulacdes de decomposicao espinodal, existem estagios onde a dinamica do sistema é
rapida, exigindo passos de tempo pequenos, e estagios em que o sistema se comporta de
forma lenta, tornando a simulacdo computacionalmente custosa. As varias escalas
temporais da equacéo de Cahn-Hilliard fazem com que a escolha do método numeérico de
integracdo temporal seja uma tarefa complexa. Além disso, a propriedade de decaimento
energético visto na Eq. (7) deve ser atendida pelo método de integracdo temporal
independente do passo de tempo utilizado. Os métodos que respeitam a monotonicidade
deste decaimento sdo ditos energeticamente estaveis.

Inicialmente, de acordo com Eyre (1998), o uso de métodos explicitos deve ser
descartado, uma vez que os passos de tempo tém seu tamanho restrito pelas condic¢des de
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estabilidade provenientes da rigidez da equacdo, sendo da ordem de Ax*. Métodos
implicitos possuem limites maiores para a estabilidade ou, até mesmo, estabilidade
incondicional. No entanto, métodos implicitos mantém o carater ndo-linear da equacgao
de Cahn-Hilliard, exigindo a solucdo de um sistema de equacgdes ndo-lineares a cada passo
de tempo.

E possivel também utilizar métodos ditos semi-implicitos, onde parte da equagéo é
tratada de forma explicita enquanto outra é tratada de forma implicita. Em Eyre (1998) e
em Elliott e Stuart (1993), os autores propdem uma separacao da funcdo densidade de
energia livre vista na Eqg. (2) em uma parte cOncava e outra convexa. A parte concava é
tratada explicitamente enquanto a parte convexa € resolvida de forma implicita. No
entanto, o método proposto € de primeira ordem. A existéncia de métodos semi-implicitos
de segunda ordem depende da forma da funcdo densidade de energia livre ¥(¢), ndo
existindo um esquema geral para qualquer forma de ¥ (¢), segundo Shen (2011).

No presente trabalho, utilizaremos um método implicito proposto por Vignal et al.
(2017), uma vez que o metodo apresenta estabilidade incondicional e a adaptatividade
temporal proposta causa variacdes do passo de tempo em diversas ordens de magnitude.
Além de incondicionalmente estavel, o método é de segunda ordem e obedece o
decaimento energético visto na Eg. (7) independente do passo de tempo ou da
discretizacdo espacial, sendo energeticamente estavel. A Gltima propriedade é provada a
partir da expansdo dos termos nao-lineares em série de Taylor. Com isso, em sua forma
totalmente discreta, a equacdo de Cahn-Hilliard se torna:

h
(wr, L2esd) 1 own, M(h,,)Valg) = 0 (19)
(0" 7552) = (a™ b 1a) + (V" €2V(g11 1) = 0 (20)

orB:ie [Pria] = Pris — D) Dtniq = tysr — tn, {Pni1} = (Pnss + P1)/2 e afuncéo
0¥,,1/0¢ corresponde a uma aproximacao de dW/d¢ para garantir a estabilidade
energética do problema. A aproximacdo pode ser vista na Eq. (21),

P41 _ 0%ni1 0% Wny1 [Phea] + 3¥nsq [¢1}%+1]2 (21)

a¢ a¢ apz 2 a3 6

3.3 Adaptatividade temporal

A decomposicdo espinodal envolve diversas escalas temporais distintas. Em toda a
sua extensao temporal, existem estagio regidos por dinamicas rapidas, exigindo passos de
tempo menores, e estagios que possuem mudancas morfologicas lentas, permitindo
passos de tempo maiores. Modelos contendo passos de tempo fixo demandam o uso de
um passo de tempo pequeno para capturar todas as caracteristicas fisicas dos estagios de
dindmica rapida. Entretanto, 0 mesmo passo de tempo é utilizado em estagios em que a
dindmica é lenta, tornando o custo computacional da simulagdo alto. Existem estratégias
de adaptatividade de passo de tempo para a captura da dindmica fisica da simulacéo,
permitindo a reducdo do passo de tempo em momentos necessarios e 0 aumento quando
possivel. Em Zhang e Qiao (2012) e em Guillen-Gonzalez e Tierra (2014), os autores
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criaram métodos que alteram o passo de tempo baseado na taxa de variacdo da energia
livre do sistema. Nota-se, porém, que 0s métodos propostos apresentam baixa
versatilidade, funcionando para tipos limitados de problema e as melhoras apresentadas
foram pouco significativas. Uma estratégia baseada na teoria de controle para a
adaptatividade de passo de tempo para equacdes diferenciais ordinarias € vista em
Séderlind (2001). E possivel dispor dessa estratégia para a adaptatividade temporal de
modelagens numéricas de equacdes diferenciais parciais, como foi feito inicialmente em
Valli et al. (2005). Relacionado a equacéo de Cahn-Hilliard, pode-se considerar que 0s
métodos presentes em Cueto-Felgueroso e Peraire (2008), Gémez et al. (2008) e Wodo e
Ganapathysubramanian (2011), ao serem trazidos para o contexto da teoria de controle,
sdo traduzidos em controladores basicos de passo de tempo.

No presente trabalho, nos utilizaremos trés controladores de passo de tempo. Um
controlador PID completo, um controlador preditivo, o PC11, e um controlador basico. A
grandeza a ser controlada é o erro proveniente da integracdo numeérica, no intuito de
aumentar o passo de tempo quando o erro for suficientemente pequeno e reduzi-lo quando
o erro for elevado. E importante reforcar que, caso o valor de erro calculado for superior
a um determinado valor de seguranca, 0 passo de tempo é rejeitado e um novo passo de
tempo é calculado.

3.3.1 Estimador de erro

O estimador de erro temporal utilizado é encontrado em Vignal et al. (2017). O
método consiste em estimar o erro local de truncamento a posteriori de um método de
ordem inferior ao método utilizado na integracdo temporal, ap6s armazenar as solucdes
nos tempos t,, e t,,_,. Essa estratégia evita o calculo de maltiplas solu¢Ges para 0 mesmo
passo de tempo, como é visto em Gomez et al. (2008). O método utilizado é de segunda
ordem, fazendo com que a estimativa de erro seja feita usando-se um método de primeira
ordem. No presente trabalho, o método Euler para tras € utilizado para este objetivo. Por
expansao em série de Taylor, o erro de truncamento do método Euler para tras € visto na
Eqg. (22).

2
TEPT = — S (g, ) + 0(AE%) (22)

Aproximando a segunda derivada temporal de ¢ na equacdo por uma diferencas
finitas de segunda ordem com passo de tempo variado e desprezando o termo de ordem
superior,

1

1 1
Ener = =3 Oner+ o3¢0 — oo P (23)

onde ¢, ¢! e p_, sho as solucdes dos tempos t,,.1, t, € t,_; respectivamente, n =
(At,4q1 + Aty) /Aty 44, Sendo At 1 = t,41 — t,e At, = t, — t,_1. COM iSS0O, 0 erro de
truncamento ponderado local é calculado como,

2
_ |1ynN E;
€nt+1 = \/N i=1 (TOL‘l-‘b5+ TOLlTel(|¢lh|,|¢?+Ei|)) (24)
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onde i = 1,2,...,n6s corresponde ao indice nodal e TOL’S = TOLT® = 10~* sfo as
tolerancias ajustaveis absoluta e relativa, respectivamente.

Por definicdo, quando e, € inferior a 1, os erros obtidos estdo dentro dos valores
prescritos pelas tolerancias. Caso contrério, 0s erros sdo inaceitaveis, de forma que a
solucdo é rejeitada e uma nova solucéo é calculada utilizando um passo de tempo menor.

3.3.2 Controladores de passo de tempo

Para cada passo de tempo da simulagdo, o erro de truncamento local é calculado
conforme a eq. (24). Os passos de tempo calculados para as solu¢des no passo seguinte
sdo obtidos através de controladores derivados da teoria de controle. No presente trabalho,
trés controladores sdo utilizados, de forma que todos partem da mesma expressdo vista
na Eq. (25).

ky
At 1=P(en)kp(1) (2
n+ en+1 en+1 €n+16n-1

Os trés controladores apresentam naturezas distintas. Em Soderlind (2001), o autor
descreve e compara 0 comportamento dos trés controladores em equacdes diferenciais
ordinarias. O controlador PID corresponde a Eg. (25) em sua forma completa, em que 0s
coeficientes kp, k; e kp sdo diferentes entre si e maiores que zero. Isso faz com que o
calculo do préximo passo de tempo também carregue o erro de truncamento local obtido
nos dois passos de tempo anteriores, aumentando sua robustez e tornando o método
confiavel para situagdes em que a natureza do problema é desconhecida. Os coeficientes
kp = 0.075, k; = 0.175 e kp = 0.010 sdo retirados de Valli et al. (2005), onde os
autores realizaram uma rigorosa calibracdo de parametros para a utilizacdo em outra
equacdo com a mesma propriedade de conservacao de massa, tornando-os ideais para este
trabalho. Em Séderlind (2001), o autor define que, na situacdo em que kp = k; e que
k, = 0, o controlador é dito preditivo, apresentando comportamento diferente dos demais
e sendo ideal para equacdes rigidas, como é o caso da equacdo de Cahn-Hilliard. Os
coeficientes kp = k; = 0.333 € retirado de Ahmed e John (2015), pelo mesmo motivo
descrito para os parametros do PID, definindo o controlador PC11. Por fim, o controlador
basico, em que apenas o termo integral atua no controle, corresponde a situacdo em que
a Eq. (25) apresenta kp = kp = 0, fazendo com que o controlador leve em conta apenas
o erro de truncamento local obtido no passo de tempo presente. Este controlador é 0 mais
simples dentre os trés apresentados. O parametro k; = 0.500 para esse controlador é
obtido nos trabalhos de Vignal et al. (2017), GOomez et al. (2008) e Wodo e
Ganapathysubramanian (2011). O coeficiente p = 0.9 é um coeficiente de seguranca
utilizado para suavizar o crescimento do passo de tempo.

kp
At, (25)

4 SIMULACOES NUMERICAS

Para se estudar o desempenho dos controladores considerados, simulagfes numeéricas
sdo feitas. O dominio das simulagdes € um quadrado unitario, discretizado em uma malha
de 1922 elementos triangulares lineares. As simulagdes consistem em uma separacéo de
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fases de uma mistura com condigdo inicial ¢, =¢ + 7, ondep = 0.3 é uma
concentracdo média e r = U(—0.01,0.01) é um ndmero aleatorio com fungdo densidade
de probabilidade uniforme. Dada a funcéo densidade de energia livre mostrada na Eq. (4),
com os parametros @ = f = 100, todos os valores possiveis de ¢, se encontram na
regido espinodal do diagrama de fase, ou seja, a mistura se encontra instavel e apresenta
energia suficiente para se decompor espontaneamente em duas fases estaveis, descritas
por ¢ = +1. O parametro € = 0.01 também é escolhido, de forma que a espessura da
interface entre as duas fases agora se torna definida. Considera-se uma mobilidade
degenerada, ou seja, 0 processo de difusdo s6 acontece nas interfaces. A mobilidade
utilizada neste trabalho é:

2
M) = {97 seol<g <t (26)
caso contrario

A equacdo de Cahn-Hilliard é numericamente resolvida pelo FEniCS, uma biblioteca
em Python/C++ contendo diversas funcdes relativas a resolucdo de equaces diferenciais
parciais pelo método dos elementos finitos, registrada em Alnas et al. (2015). O sistema
ndo-linear descrito pelas Eq. (19) e (20) é resolvido pelo método de Newton-GMRES. Os
resultados sdo pds-processados pelo software ParaView e por codigos em MATLAB.

Quatro simulages sdo feitas. Inicialmente, uma simulacao é feita contendo um passo
de tempo fixo At = 2 x 107, de forma que 5000 passos de tempo séo calculados. A
escolha do passo de tempo fixo é definida na literatura como sendo 0 maximo visto para
métodos implicitos sem perda de precisao, de forma que todas as dindmicas, mesmo as
mais rapidas, podem ser capturadas com esse valor. As trés simulacbes restantes
apresentam adaptatividade de passo de tempo onde cada simulacdo dispde de um método
proposto. Para a adaptatividade temporal, 0 passo de tempo inicial é de At, = 1 x 107°.

Inicialmente, é necessario validar a adaptatividade temporal verificando se as fisicas
entre todas as quatro simulagfes sdo consistentes entre si, ou seja, acontecem ao mesmo
tempo. E comum verificar, devido a rigidez da equacdo de Cahn-Hilliard, multiplas
solucBes para a equacgao caso 0s passos de tempo sejam muito grandes. Como o método
de integracdo temporal é incondicionalmente estavel, as multiplas solu¢bes acontecem
por uma precisdo ineficiente. As Figuras 3 mostram as quatro simulagdes para 0 mesmo
passo de tempo. Nota-se que as solucbes apresentam grande semelhanca. A Figura 4
mostra 0 comportamento do passo de tempo ao longo das simulagdes. E importante
mostrar que, ao identificar uma dindmica de amadurecimento de Ostwald, o0s
controladores imediatamente reduzem os passos de tempo para capturar a rapida dinamica
das bolhas em seu estagio final de reducdo. Tais redugdes dos passos de tempo sdo da
ordem de 107%s. Ou seja, a adaptatividade temporal também valida o passo de tempo
fixo, de forma que o passo de tempo utilizado na simulacdo de passo de tempo fixo €
capaz de capturar as rapidas dinamicas da simulag&o.
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Order PorcmeTer Order Poromefer
-1.0e+00 05 1.0e+00 -1.0e+00 05 1.0e+00
a) Passo de tempo fixo. b) Controlador PID.
Order Porqmefer Order Pcrqmeter
-1.0e+00 05 1.0e+00 _1.0e+00 5 1.0e+00
C) Controlador basico. d) Controlador PC11.

Figura 3. SolugGes para as quatro simulacbes em t = 0.007 s. Nota-se que todas as simulacGes
sdo semelhantes.

A sobreposicdo das trés curvas relativas aos métodos adaptativos no gréfico da Figura
4 reforca a observacdo retirada da Figura 3: as fisicas estdo sendo igualmente
representadas no mesmo tempo de simula¢do em todos os trés métodos. A Figura 4
também mostra 0 quanto o passo de tempo pode ser aumentado sem alterar a precisdo da
solucdo. Nos estagios finais da simulacdo, a relacdo entre o passo de tempo fixo e o
adaptativo pode chegar a 10* de forma que um passo de tempo nas simulagGes
adaptativas seriam equivalentes a mil passos de tempo na simula¢do com passo de tempo
fixo. Tal aumento de performance possibilita, por exemplo, o alcance do equilibrio entre
as fases, definindo a solucdo do regime permamente da equacdo de Cahn-Hilliard. O
equilibrio foi alcangado no tempo de 17,25 s. Para alcangar esse tempo, a simulagdo que
utiliza passos de tempo fixos necessitaria de 8.625 x 10° passos de tempo, refletindo em
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Figura 4. Evolugéo do passo de tempo de cada simulagéo em relacéo ao avanco da simulacdo. Os
controladores reduzem os passos de tempo para uma ordem de 10~¢ quando dinamicas rapidas séo
verificadas.

um custo computacional alto quando comparado com a performance obtida pelas
simulagOes de passos de tempo adaptativos, da ordem de 5 x 103 passos de tempo.
Quanto a comparacdo entre os controladores, a Tabela 1 mostra o desempenho de cada
controlador em comparacéo a simulacdo de tempo fixo. E possivel verificar pela tabela
que, com aproximadamente 0 mesmo nimero de sistemas resolvidos, as simulagdes com
adaptatividade temporal apresentaram tempo final de simulacdo muito maior que a
simulacéo de passo de tempo fixo, atingindo 20 s de fisica simulada. Como mencionado
anteriormente, o equilibrio foi atingido em 17,25 s, de forma que todas as simulacdes
envolvendo controle do passo de tempo atingiram esse estagio. Dentre essas simulacdes,
é possivel avaliar a diferenca de comportamento entre elas. O controlador basico, por ser
0 mais simples dentre os controladores e apenas levar em conta o erro relativo ao passo
presente, leva a maiores erros de truncamento local, e, consequentemente, apresenta
maior numero de passos de tempo rejeitados. O controlador PID chegou ao fim da
simula¢do com maior nimero de passos de tempo. Isso se deve ao fato que, por levar em
conta os erros dos passos presente, passado e anterior ao passado, sua estrutura permite
um controle mais rigoroso. No entanto, esse maior controle permite que o PID apresente
menos passos rejeitados, quando comparado a um controlador de mesma estrutura, como
o controlador basico.

Tabela 1. Comparacéo do desempenho entre as simulagdes.

Simulagdo Passos detempo  Tempo de simulagdo  Passos rejeitados  Sistemas resolvidos
Passo de tempo fixo 5000 0.01 - 5000
Controlador basico 4801 20.00 390 5191
Controlador PID 5211 20.00 208 5419

Controlador PC11 4990 20.00 83 5073




= XIISIMMEC

Simpésio de Mecanica Computacional

abmec 29 de Outubro a 1° de Novembro de 2018

UFES - Campus Goiabeiras - Vitoria, ES

—Exata
-1 ——Numérica

0 0.5 1 1.4

Order Parameter
s —» -1.00+00 o 1.0e+00 Fa

Figura 5. Equilibrio das fases e seu perfil projetado sob um eixo z. O eixo é representado pela
seta branca na solugo. A solugéo é projetada e comparada a solugéo exata relativa a Eq. (5).

Com relacdo ao PC11, por ser um controlador preditivo, o nimero de passos rejeitados
foi muito menor que os demais, uma vez que esse controlador apresenta um controle
melhor para equacbes rigidas (Soderlind, 2001). Analisando o nimero de sistemas
resolvidos, o PC11 apresentou maior performance com relacdo aos demais. Por fim, a
Figura 5 mostra o perfil de equilibrio e compara a solugdo numérica com a solucdo exata,
mostrada na Eq. (5), validando a discretizagdo espacial do problema.

5 CONCLUSOES

O uso de adaptatividade temporal para a equacdo de Cahn-Hilliard em simula¢bes
de separacgdo de fases se revela importante, ja que o tempo de fisica simulada utilizando
passo de tempo fixo foi muito inferior aquele visto na adaptatividade temporal. O uso de
passos de tempo maiores em simulagGes de passo de tempo fixo ndo é indicado, posto
que a equacdo de Cahn-Hilliard envolve diversas dinamicas distintas e 0 uso de um passo
de tempo reduzido é necessario para certos estagios da decomposicao espinodal. Dentre
os controladores comparados, o PC11 apresentou melhores resultados, uma vez que
atingiu o maior tempo de simulagdes com menos sistemas no-lineares resolvidos. E
importante ressaltar que uma nova calibracdo de parametros pode ser feita, no intuito de
otimizar ainda mais o desempenho das simulages.
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