

[image: ]	



GEOGEBRA NA APRENDIZAGEM DE CÁLCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I

Gildene Fortes de Meneses Machado1
Marcílio Gonçalves de Farias Pereira2
Diego Damasceno Lustosa3
Jhonathas Farias de Carvalho 4
Pedro Henrique Melo do Nascimento5


RESUMO
O cálculo diferencial, geralmente oferecido nos primeiros semestres dos cursos de engenharia e licenciaturas relacionas às ciências exatas, é considerado por muitos alunos a matéria mais difícil de ser compreendida, não só pelos cálculos matemáticos exigentes, mas também em relação ao grau de abstração nos conceitos da matéria. Assim desenvolveu-se nesse trabalho uma experiência de utilização do software GeoGebra, o apresentando como uma ótima ferramenta auxiliar para os alunos entenderem os conceitos dos principais conteúdos do cálculo diferencial, abordando a ideia de função, limites, derivadas e suas representações gráficas.

Palavras-chave: Cálculo; Conceitos; Software; GeoGebra.

[bookmark: page2]1 INTRODUÇÃO

Quando se entra diretamente no ambiente estudantil, observa-se as dificuldades dos professores em repassar os conteúdos aos alunos da melhor forma possível, especialmente quando o assunto exige que os alunos compreendam conceitos abstratos. O Cálculo Diferencial e Integral (CDI-I), proposto no primeiro semestre de alguns cursos de exatas, é uma ferramenta essencial com diversas aplicabilidades, como na física, engenharias, contabilidade, administração, entre outras. No entanto, muitos alunos veem o CDI-I apenas como números e letras sem significado ou embasamento, muitas vezes devido à forma como a matéria é apresentada e à dificuldade de entender os conceitos abstratos. Esse é um dos motivos das crescentes reprovações na matéria, que causam atrasos no curso do estudante e até desistências.
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Estudos realizados por Cury (2006), Ferreira e Brumatti (2009) e Silva e Ferreira (2009) buscam entender os motivos dessa dificuldade e encontrar alternativas que possam ajudar na aprendizagem dos conteúdos estudados nessas disciplinas, especificamente na disciplina de Cálculo Diferencial e Integral. Entre as formas de aprendizagem, a utilização das Tecnologias 
de Informação e Comunicação (TICs) tem se mostrado de extrema utilidade e eficiência quando se fala em educação. Segundo Oliveira e Souza (2015), as TICs podem proporcionar um ambiente de aprendizagem mais interativo e dinâmico, facilitando a compreensão de conceitos complexos. No estágio atual do desenvolvimento tecnológico e científico da sociedade, é de suma importância que o corpo estudantil perceba o impacto positivo e as oportunidades que as TICs podem oferecer.
Dentre os softwares, de ensino de matemática, estão: Winplot, Matlab, GeoGebra, Maple, cabri3D, entre outros. Daremos ênfase ao GeoGebra, tema central do artigo.
Assim, o objetivo deste trabalho é a apresentação do software GeoGebra como sendo uma alternativa eficaz de ensinar os principais conceitos do cálculo diferencial e integral I, explorando as suas maneiras de representação gráfica de função de duas variáveis. E desta forma, aplicando visualmente conceitos fundamentais de Função, Limites e Derivadas, permitindo o entendimento e discutir sobre o mesmo. Vale ressaltar que este artigo não tem nenhum tutorial de utilização do Software, mas referencio o manual oficial da versão 3.2 pelo Link: <https://static.geogebra.org/help/docupt_PT.pdf>.
O GeoGebra foi escolhido como tema do artigo após uma ampla pesquisa sobre os principais softwares de matemática. Ele se destacou por ser gratuito e oferecer uma gama de utilidades, especialmente na abordagem da disciplina de CDI-I, além de possuir uma interface simples e intuitiva. Segundo Oliveira e Souza (2015), o GeoGebra é uma ferramenta poderosa que facilita a visualização de conceitos matemáticos complexos, tornando o aprendizado mais interativo e dinâmico.
Desta forma, o trabalho é classificado como uma pesquisa qualitativa, conforme a abordagem adotada.

3 RESULTADOS E DISCUSSÕES
3.1 Importância dos softwares no ensino/aprendizagem de matemática
	



Os softwares matemáticos facilitam a aprendizagem ao possibilitar a visualização gráfica, ajudando na interpretação de conceitos e aplicações matemáticas. De acordo com Borba (2002), esses softwares auxiliam principalmente na interpretação de gráficos e funções através de seus aspectos visuais, promovendo uma investigação mais profunda e relacionando ainda mais os alunos com a matemática.
Esses softwares permitem abordar problemas diversos, com níveis variados de complexidade e uma ampla gama de dados envolvidos. Quando um conceito complexo é exposto em forma de imagem, torna-se possível visualizar os pontos principais, construindo a ideia de forma mais ampla e simples. Além disso, essa aproximação do aluno com o computador contribui para sua experiência profissional, pois o mercado de trabalho exige cada vez mais profissionais generalistas, críticos e flexíveis.
Assim, Allevato diz
(...) O computador privilegia o pensamento visual sem, contudo, implicar na eliminação do algébrico. No Cálculo pode-se empregar informações gráficas para resolver questões que também podem ser abordadas algebricamente e relacioná-las. (...) Além disso, a abordagem visual tem demonstrado facilitar a formulação de conjecturas, refutações, explicações de conceitos e resultados, dando espaço, portanto, à reflexão. (Allevato, 2008, p. 2)

3.2 O GeoGebra

O GeoGebra (aglutinação das palavras Geometria e Álgebra) é um software multiplataforma de matemática desenvolvido em 2001 como tese de Markus Hohenwarter na University of Salzburg, na Áustria. Este software é amplamente utilizado em diversos níveis de ensino e combina geometria, álgebra, tabelas, gráficos, estatística e cálculo. Sua distribuição é livre nos termos da GNU General Public License, e para ser compatível com várias plataformas, foi desenvolvido em linguagem JAVA.









	Figura 1 - Interface do programa com função tangente à curva.
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	Fonte: Próprio Autor (2019).




No GeoGebra, é possível lidar com números, vetores, pontos, funções, integrar, derivar e encontrar extremos e raízes de funções. Ele permite construções geométricas com pontos, retas, semirretas e curvas, mostrando a função dessas construções. Além disso, permite comandos de entrada de funções para visualizar gráficos e alterá-los dinamicamente.
Uma grande vantagem didática do GeoGebra é que ele foi desenvolvido especificamente para o ensino. Na versão online do GeoGebra, existem grupos para compartilhar recursos, escrever mensagens e comentários, criar e editar atividades em conjunto, além de dar tarefas e feedback. Segundo um estudo de Oliveira e Souza (2015), o GeoGebra é uma ferramenta poderosa que facilita a visualização de conceitos matemáticos complexos, tornando o aprendizado mais interativo e dinâmico.

3.3 Cálculo diferencial e integral I e o GeoGebra

Para iniciar a apresentação do GeoGebra aplicando os principais assuntos de CDI-I, será abordado o pré-cálculo, introduzindo o conceito de função e aplicando-o no software.
 




3.4 Funções
 
O conceito de Função é a associação de elementos de um conjunto com outro. Ela está estritamente relacionada a essa correspondência entre conjuntos numéricos (Flemming; Gonçalves, 2006). Ou seja, iremos definir A e B, como subconjuntos de IR. 
Assim, f: A → B, é uma lei de que corresponde todos os elementos de A, em um único correspondente em B. Desta forma, A é definido como o domínio, denotado por D(f) e B é o contradomínio.
Escreve-se:

f: A → B
X → f(x)
Ou
f: A → B
X → y = f(x)



Visto a definição de função, seguiremos com a definição de gráfico, onde o seu entendimento é um requisito importante para a interpretação dos mesmos quando gerados no Software GeoGebra. Segundo Flemming e Gonçalves (2006), quando se define uma função, o gráfico da mesma é a junção de todos os pontos (x, f(x)) em um plano coordenado, onde x está no domínio.
Isso demonstra como os softwares conseguem representar de forma rápida as funções em gráficos, pois para nós humanos seria muito desgastante ficar resolvendo funções e assinalando pontos em um plano. Quanto para o computador, que processa assas informações mais rápido, nos mostra este gráfico de forma imediata. 
Para ilustrar os conceitos acima, inseriremos no software a função (y = x²).
Para retificar os conceitos acima, iremos colocar na entrada do software a função y = x².





	Figura 2 – Gráfico da função y=x² aplicado no GeoGebra.
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	Fonte: Próprio Autor (2019).



Observa-se que a figura 2 consiste em todos os pares (x,y) pertencendo ao conjunto dos IR², tais que y=x². 
Com isso, depois de abordado o que é função, como ela se expressa em gráfico e como o GeoGebra trabalha, podemos entrar no Cálculo diferencial e integral e aplicar seus principais conceitos no Software. 

3.5 O problema da reta tangente

De acordo com Stewart (2013), a reta tangente a curva, é uma reta que toca a curva e que possui a mesma direção da curva no ponto tocado.
	Figura 3 – reta tangente a curva e ampliação
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	Fonte: Próprio Autor (2019)





Este conceito pode ser mostrado de forma dinâmica no GeoGebra. Nele é simples plotar uma reta tangente à curva.

	Figura 4 – Plotagem de reta tangente no GeoGebra.
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	Fonte: Próprio Autor (2019).



A barra de rolagem, sublinhada em vermelho, permite alterar de forma dinâmica o ponto de tangência da reta no GeoGebra. Encontrar a reta tangente a uma curva é um problema bastante interessante. Um exemplo simples para explicar esse conceito foi abordado por Stewart (2013).
Considerando a função (y = x²), ao tentar encontrar a reta tangente a ela no ponto (P(1,1)). Para encontrar a reta tangente, precisamos saber sua inclinação (m), e para isso necessitamos de no mínimo dois pontos. 
O que dificulta é que temos apenas 1 em questão, assim devemos definir outro ponto da reta que toque a curva, por exemplo Q(x,x²) e criando uma reta secante (que corta a curva em dois pontos). Como mostra a figura 5.







	Figura 5 – Gráfico de curva com reta tangente e reta secante, indicando os respectivos pontos.
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	Fonte: Stewart (2013, p.76).



Assim, calculando a inclinação da reta, com x≠1 e Q≠P: 
Mpq = x²-1/x-1
Definindo os valores, como nas tabelas 1.1 e 1.2, para x, o aproximando suficientemente de 1. O resultado da inclinação Mpq da reta, se aproxima também de 2, sugerindo que a inclinação é 2.

	






Tabela 1.1 – Valores para x e seus respectivos resultados de inclinação da reta.
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	Fonte: Stewart (2013, p.76)






	Tabela 1.2 - Valores para x e seus respectivos resultados de inclinação da reta.
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	Fonte: Stewart (2013, p.76).



Assim, a reta tangente é o limite das inclinações das retas secantes. Simbolicamente falando:

	Figura 6 – Expressão em limites da inclinação da reta tangente.
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	Fonte – Stewart (2013, p.76).



Desta forma, podemos escrever a equação da reta tangente no ponto P(1,1) utilizando a fórmula do ponto-inclinação:

	


Figura 7 – Equação da reta tangente a curva no ponto P(1,1).
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	Fonte – Stewart (2013, p.76).






Este demonstra o processo de limite. Quando o ponto Q tente a P, a reta secante vai girando em torno de P, tendendo assim à reta tangente. 
Então, para tornar este assunto mais palpável, é possível aplicar este conceito no GeoGebra, fazendo com que os estudantes visualizem o processo acontecendo de forma dinâmica. 
Plotando uma reta secante qualquer no gráfico da função y=x².

	Figura 8 – Reta secante da função y=x²
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	Fonte – Próprio Autor (2019)



O ponto B torna-se móvel, assim pode-se aproxima-lo com o mouse, suficientemente de A formando assim a reta tangente. 



3.6 Limites

A definição de limite, de acordo Stewart (2013), é que a f(x) se define quando está próximo ao número a, mas nunca possivelmente no próprio a.
Então denotamos:




	Figura 9 – Denotação de limite.
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	Fonte: Stewart (2013, p.108).



E dizemos “o limite de f(x) , quando x tende a a, é igual a L” se pudermos tornar os valores de f(x) arbitrariamente próximos de L (tão próximos de L quanto quisermos), tornando x suficientemente próximo de a (por ambos os lados de a), mas não igual a a”. (Stewart, 2013. p. 108).
Ou seja, existem duas possibilidades de x aproximar-se de a, que é no caso, aproximar-se pela direita e pela esquerda, como no exemplo do tópico anterior da reta tangente. Quando o ponto B se aproximava suficientemente de A, ele poderia possuir valores maiores do que A ou menores do que A. 
Assim de acordo com Stewart (2013), só existe o limite, se:

lim 𝑓(𝑥) = 𝐿
       𝑥→𝑎
se e somente se

lim 𝑓(𝑥) = 𝐿     e     lim 𝑓(𝑥) = 𝐿
   𝑥→𝑎-                      𝑥→𝑎+

Assim, aplicando em um modelo pronto do conceito formal de limites, adquirido no site do GeoGebra, com a função y=x², é possível visualizar na figura 10 como se dá o processo dos limites no gráfico.
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Figura 10 – Amostragem visual do conceito formal de limites.
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	Fonte: Próprio autor (2019).



Nós podemos ir aproximando os valores de x dinamicamente pela barra de rolagem em verde. Assim, pode-se observar que cada vez que os valores de x se aproximam de 2, pela esquerda e pela direita, os valores da f(x) se aproximam de 4. Assim definimos então que

lim X² = 4     e     lim X² = 4
           𝑥→2-                    𝑥→2+
portanto se os dois limites, pela esquerda e pela direita tendendo 2 é igual a 4, então

lim X² = 4
𝑥→2
ou seja, o limite existe.

3.7 Derivadas

O problema da reta tangente envolve um tipo de limite especial, que chamamos de derivada e pode ser interpretado como uma taxa de variação. Conforme discutido no tópico sobre a reta tangente a uma curva, se temos uma equação de uma curva qualquer y = f (x), e quisermos encontrar a inclinação da reta tangente a uma curva, em um ponto P(a, f(a)), devemos considerar um ponto Q(x,f(x)), e calculamos a inclinação da reta secante PQ:
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	Fonte: Stewart (2013, p.131).



Então aproxima-se Q ao longo da curva até P, mas nunca em P, obrigando X tender a a. Assim gerando o limite:
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	Fonte: Stewart (2013, p.131).



Muitas vezes nos referimos à reta tangente como a inclinação da curva no ponto. Há outra forma de encontrar a inclinação da curva em um ponto, utilizando a expressão
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	Fonte: Stewart (2013, p.132).



onde h= x – a e x= h + a. De acordo com a figura 11.
	
Figura 11 – Gráfico de curva com reta secante e tangente
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	Fonte: Stewart (2013, p.132).




Observa-se que, à medida que (x) tende a (a), (h) tende a zero, fazendo com que (Q) se aproxime de (P), transformando a reta secante em uma reta tangente. Esses tipos de limites sempre aparecem quando queremos calcular retas tangentes, ou seja, podem ser aplicados sempre que houver curvas. Conclui-se que eles também são aplicáveis em taxas de variação relacionadas a outras ciências, como na química, com suas taxas de reação química, e na contabilidade, com o custo marginal.
De acordo com Stewart (2013), esse tipo de limite é muito recorrente e, por isso, recebe notações especiais. Diz-se que a derivada de uma função (f) em um número (a) é denotada por (f’(a)) e escrita como:
	[image: ]

	Fonte: Stewart (2013, p.133)



se o limite existir. 
A reta tangente a y=f(x) em(a,f(a)) é a reta que passa em (a,(f(a)), cuja inclinação é igual a f’(a), a derivada de f em a. (STEWART, 2013. p. 134)
Desta forma, vamos aplicar os conceitos adquiridos, no Software GeoGebra, para poder visualizar o comportamento das derivadas na função. 
Pegando de um exemplo qualquer do livro Cálculo, de James Stewart, encontraremos a equação da reta tangente da f(x) = x²-8x+9 no ponto C(3,-6).
Inicialmente, vamos encontrar a derivada em um ponto a
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	Fonte: Stewart (2013, p.134).





encontrando f’(a) = 2a – 8, podemos substituir a por x do ponto C, assim f(3)=2(-3) – 8, achando -2 como inclinação da reta. 
Agora podemos encontrar, pela fórmula ponto-inclinação, a equação da reta tangente ao ponto C(3, -6). Portanto
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	Fonte: Stewart (2013, p.134).



Plotando as funções encontradas no GeoGebra, afim de visualizar as funções e compreender os resultados, obtivemos os seguintes gráficos:

	Figura 12 – Esboço dos resultados no GeoGebra.
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	Fonte: Próprio Autor (2013).



Podemos ver claramente a reta tangente a curva no ponto (3,-6), onde o GeoGebra, já identificou a onde ela toca. Desta forma podemos ir testando pontos e ir aplicando os resultados no GeoGebra, ampliando assim o conceito.





4 CONSIDERAÇÕES FINAIS

Na perspectiva de ensino-aprendizagem, podemos afirmar que a aplicação de conceitos complexos de Cálculo Diferencial e Integral, utilizando o software GeoGebra, trouxe resultados positivos. A visualização dinâmica e a possibilidade de experimentação proporcionadas pelo GeoGebra são fatores que potencializam a aprendizagem dos alunos.
A aprendizagem não deve se limitar ao método tradicional de ensino, onde o professor utiliza apenas o quadro. Com a evolução tecnológica, é essencial que a educação acompanhe essas mudanças. Softwares educacionais, como o GeoGebra, desempenham um papel crucial na modernização do ensino, tornando-o mais interativo e acessível.
Espera-se que, dessa forma, os professores busquem constantemente novas metodologias de ensino e que os alunos se sintam motivados a explorar diferentes formas de aprender. Além do GeoGebra, existem diversos outros softwares gratuitos disponíveis na internet, desenvolvidos para ampliar as possibilidades de ensino em várias disciplinas. Esses recursos são fundamentais para despertar o interesse dos alunos e facilitar a compreensão de conceitos complexos.
Portanto, é imprescindível que a educação se adapte às inovações tecnológicas, promovendo um ambiente de aprendizagem mais dinâmico e eficaz. A utilização de ferramentas como o GeoGebra não só auxilia na visualização de gráficos e conceitos matemáticos, mas também incentiva uma abordagem mais prática e envolvente no processo educativo.
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