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RESUMO
Esta pesquisa explora os cédigos corretores de erros que desempenham um papel
crucial nas tecnologias, principalmente nos meios de informagéo e comunicacao. O
objetivo geral dessa pesquisa é estudar a teoria dos codigos corretores de erros de
forma a compreender como os cédigos corretores de erros funcionam e analisar a
deteccdo e a correcdo de determinados erros. Com o tempo, houve uma
particularizacdo nas classes de codigos estudados, com isso 0 cerne da
investigacdo consistiu, posteriormente, em responder a seguinte questdo
norteadora: Como determinar uma relagdo entre parametros de um caédigo linear
para saber se 0 mesmo € ou nao perfeito? O objetivo principal deste estudo consiste
em estabelecer uma sdlida conexado entre os parametros de um cédigo linear e sua
qgualidade de cdédigo perfeito. Dentro desse escopo, 0s objetivos especificos deste
trabalho abrangem uma exploragdo aprofundada dos conceitos fundamentais da
Algebra Linear e Abstrata, abordando elementos como classes residuais de inteiros,
espacos vetoriais, corpos, transformacdes lineares e outras nocdes pertinentes.
Aléem disso, termos essenciais, como métrica, espagos métricos, raio de
empacotamento de um codigo, métrica de Hamming, cédigos lineares e cddigos

perfeitos, sao rigorosamente definidos e examinados em profundidade. Por meio de
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uma andlise abrangente desses conceitos, 0 foco ndo se restringe somente a
apresentacao introdutoria dos codigos corretores de erros, mas também visa
estabelecer um sdlido alicerce tedrico para a determinacdo de codigos perfeitos com
base em seus parametros de cddigos lineares, conforme evidenciado no Teorema
(Pinheiro-Oliveira). Além disso, os estudos nessa pesquisa néo estar estrito somente
a uma area de estudo da matematica, mas também a outras areas, como
Probabilidade, Algebra Abstrata, Teoria de Numeros, Teoria de Grupos, Algebra
Linear e Matematica Aplicada.

Palavras-chave: Codigos Corretores de Erros. Algebra. Codigos Lineares.

Matematica Aplicada.

I.  INTRODUCAO/JUSTIFICATIVA

A Matematica, ao longo dos séculos, tem revolucionado a sociedade em
inlmeras areas, como tecnologia, construcdo, politica, medicina, financas e
economia. Isso despertou meu interesse em estudar sua aplicabilidade,
especialmente em areas que muitas pessoas nao percebem. Ao escolher meu
orientador de PIBIC, ele me introduziu aos Cédigos Corretores de Erros. Sempre tive
curiosidade em entender a matematica por tras das tecnologias, particularmente na
comunicacao e informacado, e como coisas intangiveis, como ligacdes de voz, podem
transmitir mensagens pelo mundo. Isso me fez perceber a vastiddo da matematica.
Portanto, desenvolvemos esta pesquisa para tornar a matematica acessivel a
estudantes de ensino basico e graduacdo, ajudando-os a compreender seu papel

em situacOes do dia a dia, como mencionado anteriormente.

ll. BASE TEORICA

Como a pesquisa € essencialmente de cunho bibliogréafico, utilizou-se alguns
livros relacionados com o tema estudado. Para compreendermos melhor essa teoria,
de forma introdutéria, utilizou-se o livro “Cédigos Corretores de Erros - Notas de
Aulas” de Marcelo Firer. Além disso, precisou-se de alguns estudos complementares
obtidos a partir do livro de “Algebra Linear” de José Luiz Boldrini e “Algebra
Moderna” de Hygino H. Domingues e Gelson lezzi. E como fonte para estudos mais
aprofundados utilizou-se o livro “Codigos Corretores de Erros” de Abramo Hefez e

Maria Lucia T. Villela.



.  OBJETIVOS

O objetivo desse trabalho de pesquisa consiste em estudar a teoria dos
codigos corretores de erros de forma a compreender como 0s cAdigos corretores de
erros funcionam e analisar a detecgéo e a corregcéo de determinados erros. Como

objetivos especificos este trabalho propde:

. Estudar classes residuais de um inteiro;

. Definir alfabeto, letra e palavra na linguagem dos cddigos;

. Compreender os cédigos lineares a partir de exemplos;

. Definir a métrica de Hamming;

. Provar o Teorema Pinheiro-Oliveira;

. Aplicar os conceitos da Algebra na Teoria dos Codigos em geral.

IV. METODOLOGIA

A pesquisa realizada é categorizada como exploratéria, delineada para a
obtencdo de informacdes sobre a tematica selecionada e sua delimitacdo. No
tocante a coleta de dados, é adotada a abordagem de pesquisa bibliografica,
ancorando-se na analise de materiais previamente publicados. Quanto a
abordagem, € adotada uma perspectiva qualitativa, focando-se ndo em dados
estatisticos, mas sim na captacédo direta de informac¢des do objeto de estudo.

O bolsista se encontrava uma vez por semana com o0 professor para discutir
os resultados encontrados a partir da revisdo bibliografica dos textos base. O
professor, ao final de cada encontro, deixava uma tarefa relacionada ao que tinham

estudado, para que o bolsista continuasse seus estudos durante a semana.

V. RESULTADOS E DISCUSSAO

Primeiramente, estudamos conceitos béasicos de Algebra necessarios para
compreender os codigos corretos de erros. Entre eles, estdo as definicdes de
corpos, corpos finitos, classes residuais, espacos vetoriais, subespacos vetoriais,
base e dimensédo de um espaco vetorial, transformacdes lineares, nucleo e imagem
de uma transformacdao linear. Posteriormente, estudamos 0s conceitos iniciais sobre
cbdigos corretos de erros e codigos lineares, cujas definicdes mais pertinentes estao
apresentadas a seguir. A construcdo dessa sessdo é embasada nas seguintes
referéncias bibliograficas: (BOLDRINI, 2022), (DOMINGUES, 2003), (FIRER, 2007) e
(HEFEZ; VILLELA, 2017).



Definicdo 1 (Métrica de Hamming) Dados dois elementos u, v € F"*, a distancia de

Hamming entre u e v é definida como
dy(u,v) = l{i;u; #v;,1 <i <nj}l.

A distancia de Hamming entre os elementos de F" é também chamada de

métrica de Hamming, pois caracteriza-se como uma métrica.

Definicdo 2 (Discos e esferas) Dados a € F* e t > 0, tal que t € R, definimos o

disco e a esfera de centro em a e raio t como sendo os respectivos conjuntos:
D(a,t) = {u € F*|dy(u,a) <t}
S(a,t) = {u € F'ldy(u,a) = t}.

Lema 3 Para todo a € F" e todo numero natural r > 0, temos que

r

D@m= (7) @1t

i=0

Definicdo 4 (Distancia minima) Seja C um codigo. A distancia minima de C é o

numero
d = min{d(u,v)|u,v € C eu # v}.

Definicdo 5 (Menor inteiro) Seja C um cédigo com distancia minima d, define-se

-5

onde [t] representa a parte inteira de qualquer nimero real t.

Lema 6 Seja € um codigo com distancia minima d. Se u,v € C e u # v, entdo
D(u,k) N D(v, k) = Q.

Teorema 7 Seja C ¢ A™ com distancia minima d. Entéo:

0] C detecta até d — 1 erros;
(i) C corrige até k = [%] erros.
Definicdo 8 (Codigos Perfeitos) Seja C < Fi um cddigo com distancia minima d e

seja k = [%] O caodigo C seré dito perfeito se



U D(c, k)

cec

= F.

Vamos fazer uma observacgdo particular aqui. Por que o nome do cddigo é
perfeito? A definicdo de cddigos perfeitos nos mostra que: para qualquer palavra

pertencente ao espaco g, a distancia em relagdo as palavras do codigo jamais

excede k. Essa propriedade intrinseca assegura a possibilidade de detectar e
corrigir eficazmente quaisquer erros introduzidos, visto que a palavra recebida se
encontrara contida em um dos discos com raio k e centro ¢, que nao Possui

intersecdo com qualquer outro disco dessa natureza.

Definicao 9 (Cddigos Lineares) Um cddigo C c F" sera chamado de codigo linear se

for um subespaco vetorial de F".

Cdodigos Perfeitos e seus Parametros

Neste topico, delinearemos a esséncia de nosso trabalho: empregar 0s
conceitos previamente estudados para determinar uma condicdo necessaria e
suficiente para que alguns codigos lineares sejam codigos perfeitos.

Esse resultado, que é o principal deste trabalho, foi desenvolvido pela autora
desta monografia e pelo seu orientador. Ap0s muitas pesquisas em Varias
bibliografias e artigos na internet, entendemos que seja um resultado novo. Sua
demonstracao é relativamente acessivel, porém requer todo aparato trazido até aqui
no trabalho além de teoremas importantes da algebra.

Aqui, considere Z, um corpo (e, portanto, g € primo).

Teorema 10: (Pinheiro-Oliveira) Um cddigo linear C < Zg, com distancia minima

_InjC|
d =3 o0ud = 4, é perfeito se, e somente se, n=1+q+qg?> + -+ qn g "

Demonstracédo: Se d =3 ou d = 4, temos k = 1. Nessas condi¢cdes, pela Definicao

8, temos que C é perfeito se, e somente se,

U D(c, 1)

cec

= 70,

Como pelo Lema 6, D(cy,k) N D(c,, k) = @, para todo ¢,,c, € C, tem-se:

C é perfeito © ZlD(C, 1| = |ZZ}| =q".

cec



JapeloLema 3 |D(a,1)| =X, (Tll) (g — 1)}, para todo a € C, segue que

C é perfeito & [C| - [D(co, 1)| = q™,

com c, € C um elemento fixo qualquer. Assim, C € perfeito se, e somente se,

-y (B @-' =g
i=0

O espago vetorial Zg € um grupo aditivo e C c Zz € um subgrupo aditivo. Logo, pelo
Teorema de Lagrange (ver paginas 189 e 190 de [3]) o numero |C| divide |Z§;| =q".
Como Z, € corpo, temos que q € primo. Assim, |C| divide g™ implica que |C| = q™

para algum m < n. Logo,
1
C é perfeito & q™ - z (Tll) (q—1i=q"
i=0

Céperfeitoo1+n-(g—1)=q"™

n-m _ q
C é fetoon=——
€ pertelto n q_1

Céperfeitoon=1+q+q*+--+q*+ ™ L
Note que

In|C]|
Ing’

ICl=q™ e In|Cl=m-Ilnqgem=

Logo,

_In|C|

Céperfeito @n=1+q+q>+-+q" ma

VI. CONCLUSAO/CONSIDERACOES FINAIS

Nesta investigacdo, empenhamo-nos no estudo dos codigos corretores de
erros com o proposito de relacionar conceitos matematicos, buscando uma
compreensao mais profunda desta teoria que desempenha um papel significativo na
sociedade contemporanea. O cerne da nossa pesquisa concentrou-se na analise de

uma classe especifica de codigos conhecida como codigos perfeitos. Para alcancar



esse objetivo, apresentamos e discutimos conceitos fundamentais de Algebra, cujo
entendimento € essencial para a construcao do objeto de estudo abordado.

E relevante enfatizar que a jornada de investigacdo na iniciacdo cientifica
resultou na elaboracdo do meu Trabalho de Conclusédo de Curso (TCC), que foi
apresentado e aprovado em 17 de agosto de 2023.

Por ultimo, é notavel salientar que a escolha deste tema proporcionou uma
série de desafios gratificantes, permitindo-nos adquirir novos conhecimentos e
aprofundar conceitos previamente explorados durante nossa trajetdria académica.
Além disso, essa pesquisa ofereceu uma oportunidade valiosa para uma

investigacdo mais profunda nos campos da Matematica Pura e Aplicada.
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