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Resumo: A analise convencional de vigas, a qual negligencia a deformagao cisalhante, é baseada na
teoria cldssica de vigas de Euler-Bernoulli. Esta teoria descreve adequadamente o comportamento de
vigas finas, no entanto, ndo é adequada para analisar vigas espessas, em que a deformacao cisalhante
torna-se importante. Para capturar o efeito cisalhante foi desenvolvia a teoria classica de primeira
ordem proposta por Timoshenko. Entretanto, a teoria de Timoshenko considera variagao da tensdo
cisalhante constante na se¢do, ndo sendo assim capaz de capturar a condicdo de cisalhamento nulo na
face superior e inferior da viga. Diversas teorias de alta ordem foram desenvolvidas com o intuito de
sanar a deficiéncia apresentada pela teoria de viga de Timoshenko. Resultados satisfatérios foram
obtidos na descricdo do comportamento da distribuicao de tensdo cisalhante, por outro lado, novos
parametros foram incorporados nas formulagdes. Estes parametros ndo possuem interpretagao fisica
tdo ébvias quanto aos parametros da teoria classica de Euler-Bernoulli, o que restringe a aplicacdo da
teoria refinada de viga. Com o objetivo de fornecer interpretacdo fisica dos parametros presentes na
teoria refinada de vigas, o presente trabalho desenvolve uma formulacdo que correlaciona os
parametros de alta ordem presentes na teoria trigonométrica de Touratier com os parametros da
teoria de Euler-Bernoulli. A partir das correlagGes, solu¢Ges analiticas sdo apresentadas para a teoria
de Touratier. Com o objetivo de tornar a aplicagdo geral, independentemente do tipo de vinculagdo, é
desenvolvida a formulagdo dos Elementos Finitos aplicado a teoria trigonométrica em analise. Para o
desenvolvimento do MEF é utilizada da abordagem variacional para obtencdo das varidveis
secundadrias e primdrias consistentes. Tanto o desenvolvimento das solu¢Ges analiticas, via correlacdo
entre teorias, quanto a solugdo numéricas, via MEF, sdo apresentadas para alguns problemas de viga.
Em todos os exemplos analisados os resultados numéricos e analiticos foram concordantes.

Palavras chaves: deformacdo cisalhante trigpnométrica; vigas espessas; método dos elementos finitos;
teoria de viga de Touratier; teoria de viga de Euler-Bernoulli.
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Abstract: Conventional analysis of beams, which neglects the shear strain, is based on the classical
beam theory of Euler—Bernoulli. This theory adequately describes the behavior of thin beams;
however, it is not suitable for analyzing thick beams in which the shear deformation becomes
important. To capture the shear effect, the classical first order theory was proposed by Timoshenko.
However, Timoshenko's theory considers a constant shear stress in the section, thus being unable to
capture the null shear condition in the upper and lower faces of the beam. Several high-order theories
have been developed in order to overcome the deficiency presented by Timoshenko's beam theory.
Satisfactory results have been obtained describing the behavior of the shear stress distribution;
however, it is necessary to incorporate new parameters into the formulations. These parameters do
not have an obvious physical interpretation as do the parameters of the Euler—Bernoulli classical
theory, which restricts the application of the refined beam theory. In order to determine the physical
interpretation for the parameters of the refined beam theory, the present work develops a formulation
that correlates the higher order parameters of Touratier’s trigonometric theory to the parameters of
the Euler—-Bernoulli theory. From the correlations, analytical solutions are presented for Touratier’s
theory. To allow implementation in general applications regardless of the type of constraint, a finite
element method (FEM) formulation applied to the trigonometric theory under analysis was developed.
For the development of the FEM, a variational approach was used to obtain consistent secondary and
primary variables. Both the development of the analytical solutions, obtained by the correlation
between the theories, and the numerical solutions, obtained by the FEM are presented for some beam
problems. In all the examples analyzed, the numerical and analytical results were concordant with each
other.

Keywords: trigonometric shear deformation; thick beams; finite element method; Touratier’s beam
theory; Euler-Bernoulli beam theory.
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1 INTRODUCAO

No século XVIII, Leonhard Euler e Daniel Bernoulli, orientados por Jakob Bernoulli,
galgaram importantes descobertas na area da engenharia estrutural, principalmente no
desenvolvimento da teoria de vigas cléssica. Teoria essa bastante difundida nas universidades
e presente em praticamente todos os softwares de programacao, os quais objetivam determinar
a deflexdo de vigas.

No entanto, existem algumas limitacdes ao uso dessa teoria, principalmente no que se
refere a hipdtese de que as secdes transversais permanecem ortogonais a linha neutra apds a
deformacao, o que pode ser tomado como verdade apenas se o efeito cortante da carga for
ignorado.

A formulagdo de outras teorias, mais complexas, porém mais precisas, surge como forma
de contornar essas limitagdes, ao considerar o efeito cortante e abandonar a hipotese das segdes
ortogonais a linha neutra ap6s deformada, implicando na existéncia de uma rotagdo adicional
proporcionada pela consideracdo da deformacdo cisalhante. Dentre as primeiras tentativas de
consideragdo dessa rotagdao adicional, tem-se Stephen Timoshenko (1921), que desenvolveu
estudos e formulagdes por volta da década de 20 e chegou a famosa teoria de viga de
Timoshenko (TVT) ou teoria de deformagdo cisalhante de primeira ordem. Entretanto, essa
teoria ainda se mostrou falha por necessitar de fatores de correcdo para obedecer as condigdes
de contorno - tensdo cisalhante igual a zero - nas bordas da viga.

Com o objetivo de contornar as dificuldades impostas pela TVT, novas teorias refinadas
para vigas surgiram. Entre essas teorias, se destacam as teorias de alta ordem trigonométricas,
tendo os trabalhos de Touratier (TOURATIER, 1991) como o principal colaborador para
difusdo dessa nova ideia. Em Touratier (TOURATIER, 1991), sdo consideradas fungdes
trigonométricas para descrever o campo de deslocamento, o que proporciona a existéncia dos
campos de deformacgdes longitudinais e transversais, além do efeito de empenamento da se¢ao
transversal. Neste trabalho, ¢ utilizada e analisada a teoria de viga de Touratier, quando
comparada tanto a teoria de Euler-Bernoulli quanto a teoria da elasticidade.

As teorias de viga de alta ordem, assim como a de Touratier, apresentam, em sua
formulacao, parametros de alta ordem, os quais nao sdo de interpretacao fisica imediatas. Para
contornar esse problema, o presente trabalho realiza o desenvolvimento da correlacdo entre os
parametros de alta ordem de Touratier aos parametros fisicos de Euler-Bernoulli.

O presente trabalho estd dividido da seguinte forma: no item 2, sdo apresentadas as
fundamentagdes teodricas para teoria de viga de Euler-Bernoulli e de Touratier; no item 3, sdao
desenvolvidas as correlagdes entre os parametros fisicos de Euler-Bernoulli e de Touratier; no
item 4 ¢ desenvolvida a formulagdo variacional consistente para a teoria trigonométrica em
analise e, na sequéncia, no item 5, a formulagdo do Método dos Elementos Finitos (MEF) ¢
aplicada para a teoria em estudo. Por tltimo, nos itens 6 ¢ 7 sdo apresentados resultados de
aplicagdo e as conclusdes, respectivamente.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Nessa secdo, seguem-se as fundamentagdes das teorias de Eulber-Bernoulli e de Touratier
para o campo de deslocamento generalizado, a partir da cinemaética proposta por cada uma das
teorias.

2.1 Teoria de viga de Euler-Bernoulli

De acordo com Wang, Reddy e Lee (2000), a cinematica proposta a partir das hipoteses de
Euler- Bernoulli, ¢ descrita por:

dw
=—7z— €C w=w(x
u de (x)

em que u,w,z representam, respectivamente, os deslocamentos longitudinal, transversal e a
coordenada de espessura da viga.

A partir das relagdes deslocamento-deformagao da teoria da Elasticidade (TIMOSHENKO,
GOODIER, 1986), tem-se:

ou  Pw
£ =—=—z—— ¢, 0w Ow__dw dw_,

O ox T T T o ax | dx

Fazendo uso do Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV), € possivel escrever:
L L
ow=0U+V =0 :>IIA0X§gx + rxz5yxszdx—Iq§wdx =0=

d wd ow
dx®

ﬂA—Ez dzvf. dd5 dAdx—

J~d2wd ow

(jAzsz)dx—jwwdx 0=
0
EI dx— Iqé‘wdx 0

Realizando a integracdo por partes ao primeiro termo da ultima equagao, tem-se:

4 2 =L 3 =L
Ié‘w dw —q |dx— —Eld V:@ Eld—5W =0
dx* dx” dx | | de* |

X 0

Aplicando o principio variacional da minima energia na equacao anterior, tem-se a equagao
diferencial que descreve o problema e suas condi¢des de contorno:

d‘%_@
dx' EI

(1)
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w E
em que < Jy ¢ Ou { E}sﬁo prescritos. E importante ressaltar que Q° e M* sio,

dx
respectivamente, o cortante € 0 momento de Euler-Bernoulli, os quais sao dados por:
3
0" =1 %Y @
dx
P d*w
M”® =-EI = 3)
Aplicando a técnica de separacdo de variaveis a Eq. (1), tem-se:
dw Cx’
EI—= _”jq(x)dx+ L+ G+ G

Ezw(x):””q(x)dx+%x3+%xz+c3x+c4

2.2 Teoria refinada de viga de Touratier

A partir das cinematicas de Touratier (1991), ¢ possivel reescrevé-la em uma unica
expressao:

u =—zfl—j:+f(z)¢,

em que f(z)=Az+A4,g(z), com 4 e A, constantes, ¢ € a parcela, devido a deformacdo
cisalhante, da rotagcdo da secdo transversal da viga em relacdo ao eixo centroidal. Além disso,
u e w=w(x) sdo, respectivamente, o deslocamento longitudinal e transversal da viga.

A rotagdo total ¢ da viga ¢ encontrada da seguinte forma:
Q= 0- ¢ s
onde & ¢ arotagdo devido a flexao.

Utilizando as relacdes da teoria da Elasticidade, tem-se:

ou d*w d¢
=—=—z—>+(A4z+4, —
Toxde ( " g(z)) dx
ou 0 d d
Ve :5_lzl+%:_d_z:+("41 +A2g'(Z))¢+ d;v :(Al +A2g'(z))¢

Aplicando o PTV, tem-se:

Ld2 d25 Ld5 d2
e R e e IRCSE O
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_Ejddff%[jAz(Alz+A2g ) ] dx+ Ejd;’jdi:’}[j Az+ g (z))'dd |dx .

+Gj¢5¢[j (4,+4,g'()) dA}dx—J‘q5wdx:O

A partir das seguintes relagdes:
F =IAZ(AIZ+A2g(Z))dA (5)

D= (4z+4,g(z))dA (6)

K=[(4 +4,g'(z)) dA )

a Eq. (4) pode ser reescrita como:

L dPw d §w d5¢ d W £ d? 5w d¢

¢, EDId¢d§¢
dx

dx

Elj

+GK j ¢S pdx —j géwdx =0
0 0
Aplicando a integragdo por partes, obtém-se:

L 4 3 2
j5w B p_ q|+5¢ Y —EDd‘f+GK¢ dx
0 dx* dx’ dx’ dx

2, 3 2,k 2,
_dow]_pydw e dd ] +5w B ERT ) syl R Y cepde| =0
dx dx* dx | _, X dx” | _, dx? dx | _,

A partir do principio variacional da minima energia, ¢ possivel determinar os momentos e
0s cortantes para a teoria em estudo:

dw d
Iasz E —sz—+zd¢(Az+A2g( ))

X
d wr 2 d¢ T d*w d¢
z°dA+ E— + dA =M ——E]— EFF—
dsz. '[ 24z AQg( )) dx’* dx
T 3
QT=8M =—Eld— EFd¢
ox dx’ dx’

Portanto, pelo principio variacional da minima energia, tem-se a equacdo que descreve o
problema e suas condig¢des de contorno:
d*w d
El -EF ¢ =q ®)
dx’ dx’
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d’w d’¢
EF ——ED— GK¢p=0 9
dx’ dx’ 9= 2
w
QT
dw rl . ) - T T x
I ou {M" ;sdo prescritos. E importante ressaltar que Q" , M e M “sdo o cortante ¢ 0s
X
¢ M
momentos de alta ordem, respectivamente. Os pardmetros podem ser descritos por:
d*w d’¢
"=—-El—+EF— 10
Q dx’ dx’® (10)
2
M =14 ppdd (11)
dx’ dx
2
me=—gr 3V, ppd? (12)
dx’ dx

Integrando a Eq. (8) e derivando a Eq. (8.2), obtém-se:

qux:Elc;—W—EF qux+C (13a)

jE]——EFd ¢
dx’ X

X
0" =—[qdx+C, (13b)
Manipulando algebricamente a Eq. (9), € possivel reescrevé-la:
Ed w ED d2¢ GK
d F dx* F
Substituindo a Eq. (13a) e a Eq. (13b) na Eq. (14):
EDd¢ GK  EFd¢ —Q°
F dx* F I dx* 1
Realizando o tratamento algébrico da equacdo anterior, tem-se:
d2¢ _QE 12
A7 aFl

em que:

$=0 (14)

GKI

2 _
4  E(ID-F?)

(15)

ID-F? GK
a= =
IF EF
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Aplicando o método de variacdo de parametros (BOYCE e DIPRIMA, 2012) para
solucionar a EDO anterior, ¢ escrita a solugao geral:

senh(Ax) cosh(Ax)
b=y 170N) G =

Substituindo a Eq. (15) e a Eq. (16) na Eq. (14), obtém-se:

3 2
d ?:(EDM _GRI ][CScosh(ﬂx)+C6senh(/1x)+M
i \ F F Al

_senh(/lx)
AaEl

_[senh(/lx) O dx+Csenh( Ax)+C,cosh(Ax) (16)

ET

jsenh(ﬂx) O°dx
17)
Icosh(/lx) QEa'x]+QEF—lzl(senhz(ﬂx)—cosh2 (ﬂx))

Explicitando-se o carregamento e integrando trés vezes, encontra-se o deslocamento.

3 CORRELACAO ENTRE TEORIAS DE EULER-BERNOULLI E
TOURATIER

A partir das equacdes desenvolvidas nas secdes anteriores, € usando a nomenclatura “T”
para teoria de alta ordem e “E” para teoria de Euler-Bernoulli, pode-se escrever:

dw B aw  d'M*
=—FEI M" =-EI =
o dx’ ’ dx’ °  dx’ K
3 2 4T 2 T
o g4 “;T v ¢2 M __g4 “;T o , g =—q
dx dx dx dx = dx
M’
P (18)
Relacionando a Eq. (1) com a Eq. (18):
a’M*  d’M" _dM*  dM’
dx’® - dx’ - dx - dx +G=0=0+G (19)
T E
dﬁ‘; :di‘; +C =M =MF +Cx+C, (20)

Substituindo a Eq. (3) e a Eq. (11) na Eq. (20), tem-se:

2 T 2
W, g :—E[@%?lwc2

~El—
dx dx dx

Realizando a integragdo da equacao anterior, pode ser escrita a expressao:

2
v —EIdWE+C1x—+C2x+C3 (21)
2

EF¢ =EI y
X X
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3 2
X

EIW =EIW +EFj¢de—q%—CZE—C3x—C4 22)

4 FORMULACAO VARIACIONAL CONSISTENTE PARA TEORIA DE
TOURATIER

Nessa secdo ¢ desenvolvida a formulacdo variacional (formulagdo fraca) a partir da
integragdo das equacdes diferenciais que regem o problema para a teoria de alta ordem em
estudo. Em sequéncia, ¢ desenvolvida a formulagdo do MEF para a teoria de Touratier.

Utilizando uma formulagdo integral-ponderada, com fungdo peso (¥ e v) em cada
equacao, tem-se:

4
[v B4 —EFd—¢—q dx=0 (23)
” dx* dx’

(
A

d'wd¥ . dpd¥

dx? dx dx dx

d*w d’y
- 5 +GK¢de 0 (24)

[-EF

A

+¥GK¢ dx—[¥] [M*] =0

Portanto, o problema variacional constitui-se em encontrar w ¢ ¢ tal que:
C(¥,w)+D(¥,p)=L,(¥) (25)

onde C, D e L, sdo operadores tais que:

i d*w d¥
C(¥,w)= ;L—EF o (26)
d¢ d¥
D(Y, jED - +WGKg dx 27)
L,(¥)=0,¥(Xb)+ 0¥ (Xa) (28)

onde:
Q,=—-M*(Xb),0,=M"(Xa)
Semelhantemente, inserindo a Eq. (10) e a Eq. (11) na Eq. (23):

d*w d*v do d? d
{ El dxw e dﬁ dx‘; e d“[d_,vcl (m" ] -[V,[2"],=
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Portanto, o problema variacional constitui-se em encontrar w e ¢ tal que:
A(v,w)+B(v,4) =L, (v) (29)

onde 4, B e L, sdo operadores tais que:

2
A(v w)= d’wd’y d (30)
dx* dx?
Xb 2
do d™v
B(v, —-EF— 31
(v ¢) ;L dx dx2 * Gh
v dv ~ dv ~ ~ ~
L (v) = I —vgdx+—(Xb)Q, +—(Xa)Q, +v(Xb)O, +v(Xa)Q, (32)
T dx dx
onde:

0, =M"(Xb),0,=-M"(Xa),0, =-0" (Xb),0, = 0" (Xa)
5 FORMULACAO DO MEF PARA TEORIA DE TOURATIER

Na presente etapa, serd desenvolvida a formulagdo do Método dos Elementos Finitos
(MEF) para a teoria trigonométrica. Para tanto, as fun¢des aproximadoras serdao aplicadas na
formulagao variacional desenvolvida na secao anterior.

Aproximando o campo de deslocamento e de rotagdo por ¢ e ¢|”, respectivamente, e

aplicando 0 método de Galerkin (REDDY, 2006) para as fungdes peso (v~ ¢ ¢ ¥ » (pﬁz) ), €

possivel obter a matriz de rigidez do problema:
ESIRES {[ ]} 7]
(&) [ ]j L[]

K“:A(gof”,ga(”) K'2 = ( l<1>,¢<2>) K”:C(ga}” ¢<1>) K22 = D(gp}”,pﬁ”)
P (o). P = 1 (o)

, onde:

6 APLICACAO DO MEF AS TEORIAS DE VIGA

Nessa se¢do, ¢ apresentada a analise da aplicacao da teoria de alta ordem para estruturas de
viga simplesmente apoiada e biengastada. Em todas as analises, ¢ utilizado elemento finito de
dois nds. No entanto, sdo considerados polindmios cubicos de Hermite para o campo acoplado
de deslocamento transversal e sua derivada. Ja para o campo de rotagao devido ao cisalhamento,
¢ utilizado polindmio quadratico de Lagrange com condensacgao estatica. Os resultados obtidos
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por meio da teoria trigonométrica sdo comparados com as respostas analiticas de referéncia, e
a quantificagdo da discrepancias entre estas respostas ¢ dada pelas equagdes, norma Lo:

Erro=

n
b=y 2V

l

6.1 Viga Simplesmente Apoiada (SA)

Para uma viga isostatica — simplesmente apoiada (SA) e submetida a um carregamento
distribuido uniforme de valor 10 KN/m — foram calculados os erros pela norma L, tendo como
referéncia a teoria da elasticidade para o deslocamento e para a rotagdo. Nas analises, foram
considerados vigas delgadas (h/L = 0,1) e moderadamente espessas (h/L = 0,5).

Na figura 1 e 2, ¢ apresentado o comportamento do erro para o deslocamento e para a
rotagdo, respectivamente, 8 medida que a quantidade de elementos finitos ¢ aumentada, tanto
para vigas delgadas quanto para moderadamente espessas.

Tanto pela figura 1, quanto pela figura 2, ¢ possivel observar menor porcentam do erro a
medida que o nimero de elementos ¢ aumentado. No entanto, ha estabiliza¢ao do erro com
valor inferiores a 4% para viga moderadamente espessa e com valores inferiores a 0,2% para
viga delgada, quando se analisou o campo de deslocamento e de rotagao.

5 - Deslocamento (hL = 0.1) 9- Deslocamento (h/L =0.5)

= Touratier ] = Touratier

L2 (emo) (%)
L2 (emo) (%)

0 — T 2T
T T T T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 8 7 8

T T T T T T T T
3 4 5 [:] T 8

Nimero de Elementos (NEL)

%]

Numero de Elementos (NEL)

Figura 1. Erro, de acordo com a norma L2, para o deslocamento da viga SA submetida a um
carregamento distribuido uniforme pela cinematica estudada.
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51 Rotagio (WL =0,1) 10 - Rotagio (WL =0,3)
94
4 ]
3 | )
T ouratier —=—Touratier
£ o4 —_
= £ T
<4 =
) 2
™ a 84
24 o~
3
5
14
4 [ # —u
o ————= B T T [
1 2 3 4 5 -] 7 ] 1 2 2 4 5 6 7 g

Nomero de Elementos (NEL)

Numero de Elementos (NEL)

Figura 2. Erro, de acordo com a norma L2, para a rotacio da viga SA submetida a um carregamento

A rotagao total da viga, pela teoria em estudo, ¢ encontrada por meio da subtragao do valor
de @ (parcela referente a flexao) pelo valor de ¢ (parcela referente ao cisalhamento). Na figura

distribuido uniforme pela cinematica estudada.

. 0 . . ~ .
3, ¢ mostrado o comportamento da razdo — a medida que ¢ variada a razao h/L. Ainda nessa

figura 3, € possivel observar que o aumento da razdo h/L (ou seja, mais espessa), proporciona
maior influéncia da rotagdo ¢ frente a rotacdo total. De forma inversa, observa-se quando a

razdo h/L ¢ diminuida (mais delgada), menos significativo € a influéncia da rotacdo ¢ frente a
rotagdo €, o que caracteriza a auséncia do efeito de travamento por cisalhamento (shear

locking).

0 Flexdo/Cisalhamento

]

Ra

F=16/p

> '\

2 T

.
—
—p— a5

T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.8 07 0.8 09 1.0

/L

Figura 3. Razio, pela cinematica de Touratier, entre o valor da rotacio causada pela flexido e o valor da
rotacio causada pelo cisalhamento para a borda (x = 0) da viga SA submetida a um carregamento

distribuido uniforme.
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6.2 Viga Biengastada (EE)

Para uma viga hiperestatica — biengastada (EE), com comprimento L = 1 metro e submetida
a um carregamento distribuido uniforme de 10 KN/m — foram calculados os erros relativos em
relacdo entre a solucdo analitica de Euler-Bernoulli e o numérico de Touratier, obtido pelo MEF
com oito elementos de dois nos. Na figura 4 e 5, ¢ mostrado a variagdo do campo de
deslocamento generalizado (deslocamento translacional e rotacional) para viga delgada (h/L =
0,1). Pode ser observado pela figura 5 que, mesmo quando considerado viga delgada, a rotagao
total da teoria de Touratier tem comportamento muito semelhante a de Euler- Bernoulli. Ja para
o campo de deslocamento (figura 4), a teoria de Touratier proporicona maiores valores quando
comparada com a teoria de Euler-Bernoulli, mas com erro inferior a 11% para viga delgada.
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Figura 4. Deflexio da viga EE submetida a um carregamento distribuido uniforme.
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Figura 5. Rotacio da viga EE submetida a um carregamento distribuido uniforme.
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7 CONCLUSAO

Foi desenvolvido um estudo acerca da teoria de viga refinada trigonométrica e a teoria de
Euler-Bernoulli. Nesse estudo, foram desenvolvidas solu¢des analiticas para a equagdo
diferencial que descreve o problema de vigas, tanto para a teoria de alta ordem de Touratier,
quanto para a teoria de Euler-Bernoulli. A partir dos resultados das analises comparativas, pode-
se observar que tanto a teoria de Euler-Bernoulli quanto a teoria de alta ordem tém valores cada
vez mais divergentes a medida que a relagdo h/L ¢ aumentada. Ou seja, quando a viga ¢ esbelta,
as teorias tendem a coincidir e comportamento oposto ¢ observado para vigas espessas €
moderadamente espessas.

A partir dos resultados obtidos, tem-se que a teoria de alta ordem apresenta vantagens em
relacdo a teoria de Euler-Bernoulli para vigas moderadamente espessas, o que pode
proporcionar melhor desempenho tanto para a andlise quanto para o dimensionamento de
estruturas.

Além disso, o presente trabalho desenvolveu uma abordagem numérica pelo Métodos dos
Elementos Finitos (MEF) espectral de baixa ordem para a teoria trigonométrica de Touratier.
Conforme resultados, a medida que ¢ aumentado o nimero de elementos, a teoria de Touratier
obtém valores de deflexdes e rotacdes que sdo cada vez mais concordantes com os valores de
referéncia adotados, seja pela teoria da elasticidade, seja pela solucao analitica construida a
partir da correlagdo entre as teorias. Foi observado ainda a auséncia do efeito de travamento por
cisalhamento (shear locking) quando ¢ modelada vigas delgadas a partir do modelo de
Touratier, via a formulagdo do MEF desenvolvida nesse trabalho.
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