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Abstract. As metodologias de modelagem computacional de sistemas fisicos adquiriram vital
importdncia tanto no meio académico quanto profissional. Porém, os métodos numéricos uti-
lizados para a resolugdo de modelos matemdticos sdo muitas vezes complexos, aumentando
assim, o custo computacional envolvido na resolugdo de problemas cotidianos. Com o intuito
de aumentar a eficiéncia dos métodos, partimos da hipotese de que é possivel modelar em de-
talhe apenas algumas parcelas de um sistema fisico, introduzindo hipoteses simplificativas no
restante do sistema. Nesse sentido, o trabalho apresentado visa estudar modelos de diferente
natureza acoplados tais como modelos completos (3D) e modelos simplificados (0OD). Posteri-
ormente, estudamos procedimentos para acoplar numericamente as equagoes algébricas corre-
spondentes a cada dominio. Neste estudo, o enfoque é dado a simulagcdo de escoamentos inter-
nos, laminares e incompressiveis, onde algumas por¢oes do sistema fisico sdo modeladas pelas
equacoes completas de Navier-Stokes, e o restante do sistema é representado de forma simplifi-
cada por meio de equagoes algébricas. Para acoplar tais modelos, estudamos e implementamos
técnicas iterativas de tipo Gauss-Seidel. Diversos resultados numéricos sdo apresentados e os
proximos passos da pesquisa sdao delineados.

Keywords: modelos heterogéneos, dindmica dos fluidos, decomposicdo de dominios, técnicas
iterativas.
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INTRODUCAO

Com o crescente aprimoramento dos métodos para simulagdes computacionais, € a neces-
sidade de modelagem de sistemas fisicos cada vez mais sofisticados, é fundamental incorporar
técnicas que permitam tratar as questdes associadas de forma eficiente, otimizando o uso de re-
cursos computacionais. O estudo do acoplamento de modelos dimensionalmente heterogéneos
consiste em uma abordagem que permite modelar de forma detalhada apenas as por¢des de um
sistema que de fato contém as informacOes mais relevantes, enquanto que o resto do sistema,
o qual € passivel de ser tratado de maneira simplificada, tem a sua complexidade matematica
reduzida. Isto possibilita reduzir o custo de implementacdo, além de otimizar o tempo de tra-
balho, tornando o processo de modelagem computacional muito mais eficiente. Exemplos da
aplicacao de acoplamento de modelos dimensionalmente heterogéneos podem ser encontrados
em Blanco et al. (2010) e Leiva et al. (2010).

Neste trabalho, foi estudada a andlise particionada de sistemas aplicada a problemas de
mecanica dos fluidos, mais especificamente escoamentos internos tubulares. Na andlise de sis-
temas hidraulicos, tanques, singularidades, pontos de falhas recorrentes, dentre outras parcelas
de interesse o problema matematico € abordado através de modelos 3D completos, isto €, me-
diante as equacdes de Navier-Stokes, enquanto por¢des tubulares sdo formuladas por equagdes
algébricas dimensionalmente reduzidas a partir de hipdteses simplificativas. Dessa forma, a
funcdo dos modelos simplificados é fornecer aos modelos completos informacgdes necessarias
nas interfaces de acoplamento para a resolu¢do do problema de valor de contorno. Para via-
bilizar o acoplamento de forma eficiente, técnicas iterativas sdo utilizadas a fim de tratar cada
dominio do sistema como um componente isolado com condicdes de contorno bem definidas.
Os métodos iterativos utilizados se baseiam nos procedimentos apresentados por Leiva et al.
(2009) para problemas de condugao de calor.

No decorrer deste trabalho, apresentamos a formulagao dos modelos 3D e OD de forma a
construirmos o problema de acoplamento e, ademais, descrevemos os métodos utilizados para
vincular os sistemas completos aos simplificados, por meio de métodos iterativos de resolugdo.
Diversos resultados sdo apresentados para ilustrar o potencial desta abordagem.

METODOLOGIA
Problema global

A seguir serdo retratados os fundamentos do procedimento de acoplamento de subsistemas
a partir de valores fisicos (vazao ou pressdo, nos casos analisados) conhecidos no controno do
sistema. Um simples modelo utilizado para ilustrar o problema € apresentado na Figura 1, onde
assumimos que no dominio €2 sdo conhecidos os valores de pressdo nos extremos do dominio,
denotados por p. e p,. O problema consiste, por exemplo, em determinar a vazio () que havera
através do sistema nessas condicdes. Ou seja, devemos resolver um problema da forma

Q = F(peaps>a (D
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onde a fungdo F'(-,-) expressa, de forma abstrata, a relagdo entre a vazdo e as pressdes nos
contornos dada pelas equacdes matemdticas que governam o escoamento.

Em vez de resolver o problema formulado pela equagao (1), decomporemos o dominio €2
em, por exemplo, 3 subdominios, denotados por €2y, {25 e {23, ver Figura 1. A caracteristica é
que em alguns desses dominios faremos hip6teses simplificativas de forma a reduzir o custo da
resolucao do problema mediante o uso de modelos apropriados. Observe que, ao particionar o
dominio em componentes, surgem duas interfaces de acoplamento, denotadas por C'; e Cs.

Q;

G C,

Figure 1- Sistema a ser modelado por meio do acoplamento de subdominios.

Ao particionar o problema, devemos fornecer condi¢des de acoplamento entre os dominios
de forma que o problema particionado continue representando o problema original (1). Para
isto, postulamos que, nas interfaces de acoplamento, tanto a vazao como a pressao devem ser
quantidades continuas em rela¢do ao seu valor a um lado e a outro da interface. Assim sendo,
uma forma de reformular o problema (1), (ndo € a tinica) consiste em escrever

Q:f1(pe;p01) em {2y,
pe1 = f2(Q,pc2)  em s, ()
pe2 = f3(Q, ps) em (13,

onde f;(-,-), i = 1,2, 3, expressa de forma abstrata o modelo matematico utilizado, respectiva-
mente, para o dominio €2;, ¢ = 1,2,3. Aqui, pc1 € poo representam os valores de pressio nas
interfaces de acoplamento C e Cs, e () € o valor de vazio no sistema. Note que a vazio € unica
neste esquema particular considerando que nao ha juncdes no sistema que causem a divisao do
escoamento.

Assim, podemos pensar que no dominio {2; a vazao () fica inteiramente definida uma vez
que sdo dados os valores p. € pcy. Por sua vez, no dominio €2y a pressdo p¢o fica determinada
se conhecermos a vazdo () e a pressao pce no outro extremo. Finalmente, no dominio (23, a
pressdo pco fica definida se conhecermos a vazio () e a pressdo na saida do sistema p;.

Para as porcdes simplificadas (dominios €2; e €23 no exemplo da Figura 1), as fungdes f; e
f3 sdo de natureza algébrica, como veremos em sequéncia. J4 para o dominio €2, para o qual se
considera que possui uma disposicdo geométrica mais complexa, a fungado f5 abriga o problema
matematico definido pelas equacdes de Navier-Stokes. Finalmente, os métodos iterativos que
comutam as informacdes de um subdominio para outro serdo discutidos no final desta secao.

Formulacao matematica para modelos complexos

Como mencionado anteriormente, o escoamento de um fluido em componentes hidraulicos
complexos € formulado pelas equacdes de Navier-Stokes. Portanto, o problema de valor de
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contorno para o subdominio €2, é equacionado da seguinte forma

(p%—‘; +p(Va)u+ Vp— pAu=0 em Qy,
divu=0 em {2,
u=1u em (', 3)
(=pI+2u(Vu)’)n = —p em C,

(u=0 em[’,

onde u e p sdo o campo de velocidade e o campo de pressao do fluido, p e i sdo a massa es-
pecifica e a viscosidade dinamica do fluido, 1 é uma condicdo de contorno de Dirichlet definida
na interface C; e p é uma condic¢io de contorno de Neumann na interface Cs, cujo vetor nor-
mal unitdrio € n. Sobre a superficie lateral do componente, denotada por I', prescreve-se uma
condic@o de aderéncia. Ainda, a notacdo (Vu)® indica a parte simétrica do tensor Vu. Observe
que nao temos considerado o efeito de forcas por unidade de volume no problema.

Uma forma natural de encontrar solu¢des aproximadas a este problema consiste em formula-
lo em formato variacional. Para isto, seja a variedade linear U e o espago associado V' definidos
como segue

U = {u suficientemente regular em 2| ujc, = u, ujr = 0}, @

V = {1 suficientemente regular em | 0, = 0, G)r = 0}.

Considere também o espago L*(€);) de fungdes quadrado integraveis. Logo, a formulagio
variacional associada ao sistema de equagdes (3) € a seguinte: encontre (u,p) € U x L*(£),
tal que

/ {pg—ltl -+ p(Vu)u-a+2u(Vu)® - Va — pdiva — pdiva| ddy =
Qo

- —/ pn-adCy, V(i p) € V x LA(Q). (5)
Co

Dessa forma, € possivel utilizar, por exemplo, o Método dos Elementos Finitos (MEF) para
resolver de forma aproximada a equagao variacional (5).

Observe que a funcio f5 introduzida em (2) implica que, dados () e pcs devemos retornar
pc1- Em termos da formulagao variacional (5), isto implica em estabelecer o valor de u tal que
Q = \c_ll| f o u - ndC1, sendo |C;| a medida da drea da interface C'. Para isto consideramos
que u ¢ um perfil de velocidade parabdlico, e dessa forma € possivel definir de forma univoca a
correspondéncia anterior entre u e (). Além disso, temos que p = pco. Assim sendo, podemos
resolver o problema e encontrarmos o valor da pressdo pco; na interface .

Cabe mencionar aqui que os problemas a serem abordados sdo de carater estaciondrio, por-
tanto o termo da derivada temporal nas equagdes anteriores acabard sendo eliminado na hora de
realizar experimentos numeéricos.
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Formulacao matematica para modelos simplificados

Em geral, os componentes do sistema com estrutura tubular podem ser tratados através
de modelos simplificados. Introduzimos, entdo, as hipéteses de escoamento laminar, incom-
pressivel, unidirecional e completamente desenvolvido, de tal forma que para os subsistemas
simplificados utilizamos o modelo de escoamento de Hagen-Poiseuille, o qual é dado por

_ W(pA - pB)D4

@ 128uL

(6)
onde () € a vazdo ao longo do tubo, p4 e pp representam os valores de pressao nas extremidades
do tubo, D € o diametro do tubo, L o comprimento do tubo e p € a viscosidade dinamica.

Este modelo é um modelo algébrico de parametros condensados (ou também zero dimen-
sional) derivado das equacdes completas de Navier-Stokes, amplamente utilizado no dimen-
sionamento de sistemas hidrdulicos, maquinas de fluxo, dentre outros elementos. Podemos
rearranjar a (6) da seguinte maneira:

B 128 L
paA = DA

Q@+ pp- (N

Portanto, estamos em condi¢des de realizar a caracterizagdo explicita das fungdes f; e f3 no
problema acoplado. Com efeito, a funcdo f; fica definida a partir da (6) da seguinte maneira:
dados p. e pc1, calcule () fazendo

7(pe — pc1)D*

Q = fl(peapCl) = 128/LL )

(®)
enquanto que a func¢do f3 fica caracterizada a partir da (7) como segue: dados () e p,, calcule
poe fazendo

128uL
m D4

po2 = f3(Q,ps) = Q + ps. )

Modelos de acoplamento

ApOs a apresentacdo dos modelos matemaéticos 3D e OD para os diferentes componentes do
sistema, retornamos ao problema apresentado pelo conjunto de equagdes acopladas (1). Como
determinado pelo método de decomposi¢ao de dominios, as relagdes apresentadas na equagao
(1) compdem um sistema de equacdes onde as incognitas sdo os valores de pressdao pci € pee
nas interfaces de acoplamento C'; e (s, respectivamente, e o valor de vazao () no sistema. Uma
maneira de resolver de forma iterativa o sistema resultante implica, por exemplo, intercambiar
quantidades fisicas calculadas nos diferentes subdominios de acordo com o seguinte procedi-
mento

1. Defina um valor inicial para a vazao e para a pressao nas interfaces C'; e Cy, digamos
(Q°, py, p,), defina valores representativos de referéncia (Qrer, Po1 ref, Po2.ret) € €Stabeleca
uma tolerancia de convergéncia ¢;
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2. Faca k = 0;

3. Calcule a vazio através da equagio (8), ou seja Q™! = f(pe, &, );

4. Calcule a pressdo na interface C'; por meio da aproximagdo da formulagdo variacional
S k+1 ok .
(5), ousejapry = f2(Q, pin)s
5. Calcule a pressao na interface C5 através da equagdo (9), ou seja p’ggl = f3(Q*L p,);
L. . . k+1_ Nk k+1_, K k+1
6. Se 0 méaximo erro relativo verifica ' = max{ @ Q |; IPcy p01|; Py —Pey|
. X |Qref| ‘pCl,refl ‘pC2,ref|
o algoritmo finaliza, sendo faca k = k + 1 e retorne ao passo 3.

} < € entdo

O procedimento descrito é uma aplicagdo do método de Gauss-Seidel para resolver de forma
iterativa e sequencial o sistemas acoplado de equagdes.

Procedimento alternativo

A titulo de comparacdo, podemos formular uma variacao do sistema de equagdes (2), afim
de compararmos a convergéncia de ambos os métodos.

plé'tl = 4(Qk7pe) cm QIJ
QM = f5(pitt, pEy)  em Qs (10)
p’éél = fG(Qk+17ps) em ()3,

Dessa forma, o problema 3D em (2, € resolvido a partir de condi¢des de contorno de tipo
Neumann para ambas as interfaces de acoplamento. Observe que no sistema de equacgdes (2)
temos uma condicao de contorno de tipo Diriclhet para a interface C'; e uma condi¢cdo de Neu-
mann para a interface Cs, representados no problema (3) por U e p respectivamente. Logo,
temos um novo problema de valor de contorno, e uma nova formulagdo variacional para o
problema 3D, onde sdo introduzidos os valores de pressdo p; em C; e p; em (5, como segue:
encontre (u, p) € U’ x L*(£2,), tal que

/ [pg—? a4+ p(Vu)u-a+2u(Vu)® - Va — pdivu — pdiva| ddy =
Qo

= —/ pin - udCh —/ pon - 0dCy  V(,p) € V' x L*(s), (11)
Cl CQ

onde

U’ = {u suficientemente regular em Qs |ur = 0}, (12)
V' = {u suficientemente regular em |t = 0}.

E importante observar aqui que ambos os procedimentos, (2) ou (10), podem ainda ser
complementados com procedimentos de sub-relaxagdao, com o objetivo de mudar o critério de
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atualizacdo das varidveis nas interfaces de acoplamento, da seguinte maneira:

PE « aPE + (1 — o) PEy,
PE3' < BPESY + (1= B)PL,, (13)
Q" QM + (1 — Q"

Resultados

Nesta secao serdo apresentados exemplos de sistemas hidraulicos com o objetivo de demon-
strar a aplicag¢do do procedimento iterativo para resolver o modelo acoplado dimensionalmente
heterogéneo.

Para resolver de forma aproximada o problema variacional, utilizamos o Método dos Ele-
mentos Finitos, o qual é implementado por meio da biblioteca FEniCS (Logg et al. (2012)). A
formulacao é uma formulagdo completamente acoplada nas varidveis velocidade-pressao, e faz
uso de espagos de aproximagao polinomiais, com polindmios quadraticos para a velocidade e
lineares para a pressao.

Em relacdo a atribuicdo de valores iniciais para a resolu¢do do problema, naturalmente,
quao mais proximo estes forem das solucdes exatas, menos iteracOes serdo nescessarias para
atingirmos a convergéncia. A partir da diferenca de pressdo conhecida e do comprimento dos
modelos simplificados € possivel estabelecer um valor inicial rasodvel para a vazao através da
Equacgao (6) e, em seguida, um valor inicial para as pressdes nas interfaces de acoplamento
através da Equacao (7).

Escoamento em um tubo

Consideremos a tubulacdo apresentada na Figura 2. Os valores de pressdao sdo conhecidos
na entrada (p. = 5000) e na saida (p; = 0) da tubulagdo, as dimensdes da tubulacdo simplificada
e completa e a viscosidade do fluido sdo também conhecidos (Ls = 3, L. = 5,D =1, u = 1).

DR o E 0, Q,

)C
| | 5 al
¢ R R P,

C

Figure 2- Escoamento em um tubo cilindrico. Particionamento do dominio em dois subsistemas.

O método iterativo apresentado na secdo anterior € entdo aplicado e os resultados sdo apre-
sentados na Figura 3 e Figura 4. Por fim, a pressao média no acoplamento e a vazao convergem
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para pc = 3128, 5 e Q = 15, 3. Na Figura 3 se observa a queda linear da pressao, enquanto que
na Figura 4 se aprecia que o perfil de velocidade possui natureza parabdlica.

Por fim, e dada uma tolerancia ¢ = 0.1, o método iterativo necessitou de 10 iteracdes até
alcancar a convergéncia.

pressdo

-6.381e+01 1202 2468 3734 5.000e+03

N MUHHHHMHHHHUM

Figure 3- Queda de pressdo ao longo da tubulacio.

6000

velocidade Magnitude
0.000e+00 10 20 30 4.006e+01
| ‘ [RRRRREN

$ w‘\l\\\\\l \‘\M

Figure 4- Perfil de velocidade parabdlico ao longo da tubulagao.

Escoamento através de um joelho

Nesta situacdo, deseja-se conhecer o comportamento de um escoamento ao passar por um
componente hidraulico que produz um desvio de 90° no percurso do mesmo. Sdo conhecidos
os valores de pressdo prévia e posteriormente a singularidade (p. = 5000 e p; = 100). Os
comprimentos de 2; e {23 sdo conhecidos sendo L.; = Ly = 5 com didmetro D = 1
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Figure 5- Componente hidraulico com um joelho a 90°, e a decomposicdo em trés subsistemas.

Neste exemplo, fazemos uma comparacdo entre os métodos iterativos correspondentes aos
sistemas de equacdes (2) e (10). A Figura 7 apresenta o histérico de convergéncia de ambos os
métodos, mostrando o erro nas interfaces de acoplamento ao longo das iteragdes. Com o intuito
de auxiliar a convergéncia do método foram utilizados pardmetros de sub-relaxacao, sendo estes
a = [ = v = 0.7, ao atualizar a pressdo no acoplamento (', no acoplamento C5 e a vazao
(para o procedimento (10)) respectivamente. Os valores iniciais utilizados foram p%l = 3000,
p002 = 2500 e Q = 100 (para o procedimento (10)).

pressao velocidade Magnitude

1000e+03 2009 3018 4026 50356+03 0000e+00 20 39 59 7.852e+01

Figure 6- A esquerda, queda de pressdo, e a direita, moédulo do campo de velocidade de um componente
hidraulico em formato de joelho.
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3500 00
— acoplamento 1
3000 — acoplamento 2 00

2500 500

— acoplamento 1
— acoplamento 2 | |

2000 400

Erro
Erro

1500 300

1000 200

500 100

2 4 6 8 10 12 14 16 2 4 6 8 10 12 14
Iteracao Iteracao

Figure 7- Convergéncia dos métodos iterativos. Esquerda, sistema de equacdes (2). Direita sistema de
equacoes (10).

Por fim, o sistema converge aos seguintes valores po; = 3805, pce = 2193 e Q = 29,3
(numero de Reynolds igual a 186,3). Enquanto que obtivemos convergéncia para o procedi-
mento (2) em 15 iteragdes, para o procedimento (10) o método converge em 13 iteracoes, em
ambos os casos considerando tolerancia de convergéncia € = 5.

Escoamento em um sistema valvula-tanque

Considere o esquema ilustrado na Figura 9. No sistema apresentado, deseja-se saber como
0 escoamento em um tanque varia em relacdo a duas posi¢des de abertura de uma valvula de
gaveta a montante deste (o valor percentual que determina o estado da valvula € a razdo entre
a altura h, e o didmetro D, de acordo com a Figura 8). Os modelos complexos foram aplicados
a valvula e ao tanque, enquanto que o restante do sistema teve sua dimensao reduzida, sendo
utilizados modelos simplificados. Logo, o problema possui quatro interfaces de acoplamento.
Os valores iniciais atribuidos foram p2, = 35000, pZ, = 30000, p%, = 10000, p2, = 8000. O
diamentro e os comprimentos dos tubos {24, {25 e {25 sdo conhecidos (D = 1, L; = 5, L3 = 10,
L5 = 5). O tanque € ctibico, com dimensdao H = 5. A viscosidade dindmica é y = 1.

[N

Figure 8- parimetros que determinam o estado da valvula.
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Figure 9- Particionamento de um sistema onde uma valvula de gaveta determina o escoamento através
de um tanque.

Nas Figuras 10 e 11 observamos os resultados que mostram o escoamento na condi¢cao na
qual a valvula se encontra 50% fechada. Na Tabela 1 comparamos os valores da pressdo e vazao
para ambas as posicoes de abertura da valvula. Também, na mencionada tabela apresentamos o
numero de iteracOes realizadas até alcancar a convergéncia, para uma tolerancia € = 10.

pressdo

1.000e+02 13083 26007 38960 5.191e+04

Figure 10- Queda de pressao ao longo do sistema hidrdulico vélvula-tanque.
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velocidade Magnitude

0.000e+00 101 2.023e+02
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Figure 11- Mddulo do campo de velocidade ao longo do sistema hidraulico vdlvula-tanque.

Table 1- Pressdo e vazao nas interfaces de acoplamento.

Estado da valvula | pcq Poa Pes Peu Q Re It
80% 39770 34692 14231 10326 50,2 639 31
50% 40523 31900 12945 9578 46,5 59,2 15

Conclusao

Neste trabalho temos apresentado uma abordagem inspirada no conceito de decomposi¢ao
de dominios para resolver de forma iterativa modelos acoplados dimensionalmente heterogéneos.

Através de diferentes exemplos foi possivel apreciar o potencial desta ferramenta, per-
mitindo resolver problemas complexos otimizando o uso dos recursos computacionais.

Esta classe de modelos se apresenta especialmente util na modelagem de sistemas que evi-
denciam porcdes geometricamente complexas e por¢des geometricamente simples. A generalizacao
para problemas dependentes do tempo estd sendo executada, assim como também a generalizacio
da implementagdo para sistemas com topologias mais intricadas.
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