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Resumo: Este trabalho apresenta a otimizacdo da espessura de cascas submetidas a
carregamento estdtico e modeladas via NURBS. A analise estatica é realizada por meio do
Método dos Elementos Finitos (MEF). Utilizou-se como elemento de casca uma combinacdo
dos elementos CST (Constant Strain Triangle) e DKT (Discrete Kirchhoff Theory), formando
assim um elemento com quinze graus de liberdade (trés nds com cinco graus de liberdade
cada). A malha de elementos finitos é gerada a partir da imagem por funcées NURBS, que
modelam o dominio a ser analisado, de um dominio quadrado unitdrio discretizado por meio
de uma malha triangular. Desenvolveu-se rotinas para otimizacdo das espessuras dos
elementos de cascas por meio do método PQS (Programacdo Quadrdtica Sequencial)
utilizando-se o programa computacional Matlab e as ferramentas de otimizacdo nele
disponiveis. Sdo apresentados resultados para a otimizacdo das espessuras de duas maneiras:
considerado espessura constante ao longo de toda a casca, e considerando espessuras
variaveis ao longo de agrupamentos de elementos do modelo em MEF. Também é
apresentado um modelo que tem como base a geometria da casca da Igreja da Pampulha
(Igreja de Sdo Francisco de Assis).

Palavras chaves: Cascas; MEF; Otimizagdo; NURBS.

Abstract: This work presents the optimization of the thickness of Shell structures subjected to
static loading. Static analysis is performed using the Finite Element Method (FEM) and NURBS
modelling. A combination of CST (Constant Strain Triangle) and DKT (Discrete Kirchhoff Theory)
elements was used as the shell element, forming an element with fifteen degrees of freedom
(three nodes with five degrees of freedom). The finite element mesh is generated from the
image by NURBS functions, which model the domain, of a unitary square domain discretized by
a triangular mesh. We developed routines to optimize the thickness of the shell elements using
SQP (Sequential Quadratic Programming) method using the software Matlab and its
optimization tools. Results are presented for the optimization of thickness in two ways:
considering constant thickness throughout the shell, and considering variable thicknesses
along groups of elements of the MEF model. A model based on the geometry of the Church of
Pampulha (Church of Sdo Francisco de Assis) shell is also presented.

Keywords: Shel; FEM; Optimization; NURBS.
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1 INTRODUCAO

Dentre as mais belas obras da arquitetura se destacam diversas que sao
baseadas em estruturas de cascas, onde se pode destacar, internacionalmente, a
Opera de Sydney, e nacionalmente, o Museu Oscar Niemeyer, em Curitiba, e a Igreja
da Pampulha, em Belo Horizonte.

Segundo a ABNT NBR 6118 (2014), as cascas sdo elementos de superficie ndo
plana em uma dimensao (espessura) é relativamente pequena se comparada com
as demais. Sendo assim, como as duas dimensdes significantes sao determinadas
pela arquitetura do projeto, resta a espessura a se determinar. Dessa forma, surge
a ideia de se utilizar métodos de otimizacdo para definir a espessura 6tima de
acordo com algumas restrigdes.

Diversos autores tem utilizado métodos de otimizacdo na area estrutural
visando a economia de material no resultado final. Pode-se citar o trabalho de
Meira (2000) no projeto 6timo de estruturas de placas e cascas submetidas a
carregamento dinamico, Espath (2013) na otimiza¢do de forma estrutural de
cascas, Rocha (2013) na otimizagcdo de cascas laminadas e Alves (2016) na
otimizacao de estruturas submetidas a carregamento dindmico através de métodos
deterministicos e probabilisticos.

Para a analise da estrutura é necessario a utilizacdo de um software em que
se possa modela-la e depois discretiza-la. Para superar essa barreira em relacao a
estruturas compostas de geometrias mais simples, utilizou-se as fungoes NURBS na
modelagem do dominio, e como artificio para a discretizagao. O Nurbs Book (Piegl],
Tiller (1996)) apresenta os dados para a construcdao de diversos dominios e
também maneiras de se combinar dominio conhecidos para se formar novos.
Hughes, Cottrell, Bazilevs (2005) se aproveitam das vantagens das NURBS na
modelagem do dominio para definirem um método baseado em elementos finitos
chamado de Analise [sogeométrica.

Este trabalho visa a otimizacdo de espessura de cascas com dominios
modelados por meio de NURBS e discretizados em elementos triangulares.

2 OTIMIZACAO DE CASCAS

Como dito anteriormente, esse trabalho basicamente se divide em trés
partes: modelagem do dominio através das NURBS e discretizacdo, aplicacdo do
método dos elementos finitos e otimizacdo das espessuras. Cada uma dessas partes
sera comentada de forma bem breve e as devidas referéncias serdo deixadas para
os interessados em maiores informacoes.
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2.1 Parametrizacido do dominio por meio de NURBS

As fungdes base NURBS sdo construidas através da razao ponderada entre
funcdes B-spline, que por sua vez, sao fun¢des polinomiais definidas por partes.
Para que sejam definidas, sdo necessarios trés elementos: vetor de nos, grau e
pesos.

Dado o vetor de nds U = [ug, Uy, ..., u,] tal que uy < uy; < - <u, e ograup,
podemos definir a i-ésima funcao base B-spline de maneira recursiva, como nas Eq.

(1) e (2).

1 seu <u<u
Nio(w) = { i =1 Uik 1
i0(W) 0 caso contrario (1)
u — Uy Uitp+1 — U 2
Nip(w) =—N;,,_ (W) + ————Njy1,-1 (W)
P Uitp — Uj vP Uitp+1 — Uis1 T

onde o quociente 0/0 é assumido como sendo zero. Consideraremos nesse
trabalho, uy = 0 e u, = 1. Vale destacar que os p + 1 primeiros e ultimos nés
devem ser repetidos.

Definidas as fung¢bes base B-splines e sejam w; para j=1,..,.n—p—1,
pesos, as fun¢des base NURBS sdo definidas pela Eq. (3).

wiN; p (u)

-p-1
Zjn=1p Wij,p(u)

Ri,p (U) = (3)

Para definir uma superficie, sdo necessarios dois conjuntos de fun¢des base
B-splines, ndo necessariamente de mesmo grau, e também um conjunto de pontos
de controles responsaveis por definir a geometria da superficie. Seja N;,(u) a i-

ésima fungédo base B-spline de grau p, M; ,(v) a j-ésima fung¢do B-spline de grau g,
P € R3 um ponto no espaco e w;j um peso, pode-se definir a fungdes geométrica
F:[0,1]? - R3 através da Eq. (4).

F(u, V) = z Rij(u, V)Pij (4)

onde

wiiN; p (WM (V)
% Wi Ny p (WM 4 (V)

Rij,p (u, V) = (5)

Para mais informag¢des a respeito das NURBS e da funciao geométrica ver
Piegl, Tiller (1996).



= XIUIL-SIMMEC

Simpésio de Mecdnica Computacional

abmec 29 de Outubro a 1° de Novembro de 2018

UFES - Campus Goiabeiras - Vitoria, ES

2.2 Analise Estatica

A andlise estatica é realizada através da solugao da Eq. (6).
K.d=F (6)
onde K é a matriz de rigidez do sistema, d ¢é o vetor de deslocamentos nodais, e F é

o vetor contendo as forcas nodais aplicadas ao sistema.

A matriz de rigidez do elemento de casca é formada por uma combinac¢do do
elemento de membrana CST (Constant Strain Triangle) com o elemento de placa
DKT (Discrete Kirchhoft Theory).

Segundo Carrijo (1995), a matriz de rigidez do elemento CST pode ser
calculada através da integral apresentada na Eq. (7).

KCST = J—BThDB dA (7)
A
onde D = Eh/(1 —v?), E é o mddulo de elasticidade, v é o coeficiente de Poisson, h

é a espessura da placa e

Ya—=V3 ¥Y3— V1 Y1— Y2 0 0 0
0 0 O X3 —_ Xz X1 —_ X3 XZ —_ Xl (8)
X3 —Xz2 X1 7X3 X27X1 Yp—V3 Y3—V1 V1™ Y2

B =

onde x; € a coordenada x do i-ésimo no e y; € a coordenada y do i-ésimo nd.
Vale destacar que a Eq. 7 foi definida para material isotrépico e homogéneo.

Segundo Carrijo (1995), a matriz de rigidez do elemento DKT pode ser obtida
através da Eq. (9).

1 ,1-m
Koier = 2A f f B, ™D, B, d&dn ©)
0 0

onde A é a area do elemento, a matriz D, é dada pela Eq. (10).

5 1 v 0
Eh v 1 0
D= —M 10
PTRA-v) |, , 12V (10)
2

e B, (¢,n) é dada pela Eq. (11)

1 Y31H;£,§ +y12Hin
B, (&) = A _X31H;£§ - X12H;l;,n (12)
—x31Hyg — Xi2Hiy + y31Hyg + yi2HY
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Os vetores Hy g, Hy s, Hy ¢ € H, ; podem ser encontrados em Carrijo (1995) e
os valores de x;; e y;; sdo apresentados pelas Eq. (12) e (13), respectivamente.

Xi]' = Xj — Xj (12)

Vij = ¥j — Vi (13)

Para formar os a matriz de rigidez do elemento de casca, considere as
matrizes Kq-sr € Kpgr escritas da conforme as Eq. (14) e (15), respectivamente.

1,1 1,2 1,3
Kest Kest Kesr
_ |21 2,2 2,3
Kest = [Kesr Kest Kesr (14)
3,1 3,2 3,3
Kest Kest Kesr
1,1 1,2 1,3
Kpkr Kpkr  Kpkr
_ |21 2,2 2,3
Kpkr = [Kpkr  Kpkr  Kpkr (15)
3,1 3,2 3,3
Kpkr  Kpkr Kpkr
onde K}’ representa, de maneira simplifica, a influéncia do né j na rigidez do né i

(lembrando que cada né tem dois graus de liberdade para o elemento CST e trés
graus de liberdade para o elemento DKT).

Assim, tem-se a matriz K definida da seguinte forma:

Kear O 0 Kg&p 0 0 Kigp O 0
0 Kier 0 O Kpip 0 0 Kgop O
0 0 0 0 0 0 0 0 0
Kesr 0 0 K& 0 0 Kgr 0 0
K=10 Kigr 0 0 Kiip 0 0 Kigp 0 (16)
0 0 0 0 0 0 0 0 0
Ky 0 0 K¥r 0 0 Kip 0 0
0 Kiir 0 0 K¥. 0 0 Ki: 0
0 0 0 0 0 0 0 0o o

onde os zeros sao matriz, vetores ou escalares, de acordo com a compatibilidade
dos tamanhos das matrizes que compoe K.

0 vetor de forgcas F tem o numero de linhas igual a seis vezes o nimero de
nos, devido aos seis graus de liberdade de cada nd. A carga distribuida sobre um
elemento é transformada em for¢a e dividida igualmente entre os trés nos que o
compdem. Essa transformacao é feita através do produto da carga distribuida pela
projecdo da area do elemento no plano perpendicular a carga.
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A matriz de rigidez do elemento é constituida por 18 graus de liberdade,
porém, como se pode perceber pela matriz anterior apresentada na Eq. (16), ela
possui as linhas e colunas referentes a rotagdo em torno do eixo z iguais a zero. E
feito dessa forma para facilitar o processo de transformacao do sistema local para
o global e vice versa, porém no momento da aplicagdo das condi¢des de contorno,
considera-se que essas diregdes estao restritas, para que ndao haver problema na
inversao da matriz de rigidez. O processo de constru¢do da matriz de
transformacgdo (rotagdo), da matriz de rigidez do sistema e a aplicacdo das
condicbes de contorno ndo serdao aqui apresentados, por ndo apresentarem
nenhuma novidade em relagdo ao método dos elementos finitos.

2.3 Processo de geracao de malha

A malha sera gerada através da funcao geométrica aplicada a uma malha
genérica em um dominio quadrangular unitario. Como o elemento de casca
utilizado é triangular, para ter-se simetria, a malha genérica desenvolvida foi
baseada na divisdo de quadrados em 8 triangulos cada, conforme mostra a Figura
1. Ap6s aplicar a fungdo geométrica as coordenadas dos ndés da malha genérica,
obtém as coordenadas dos nds sobre a superficie a ser analisada.

Figura 1. Geracéo da malha através da fungio geométrica. A esquerda, dominio genérico unitario e
a direita, resultado apo6s aplicagdo da fungdo geométrica as coordenadas dos nos.

Fonte: (Autor, 2018)

2.4  Otimizacgao de espessura

Buscou-se otimizar as espessuras dos elementos da casca em andlise de
modo a reduzir o peso total da estrutura. Vale destacar que esses elementos sao
provenientes da discretizacdo para o método dos elementos finitos. Isso foi feito de
duas maneiras: (a) considerando uma espessura constante em toda a casca e (b)
agrupando varios elementos em linhas paralelas com espessura constante. O caso
onde é permitido que cada elemento tenha uma espessura diferente nao foi
considerado devido ao tempo computacional gasto.
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Como considera-se que a estrutura é composta de um mesmo material,
minimizar o peso é o mesmo que minimizar o volume. Sendo assim, ndo é
necessaria como parametro de entrada a massa especifica. O problema de
otimizacao a ser resolvido é dado pela Eq. (17)

minimizar V= Z Ajh;

) <0 a7
sujeito a {h

Como o problema abortado envolve restricdes nao lineares (isso pode ser
observado na definicdo do elemento de casca), foi necessario um método de
otimizacdo compativel, e dentre todos disponiveis escolheu-se a Programacao
Quadratica Sequencial (PQS). Para mais informag¢des sobre o método, uma boa
referéncia em portugués é Nunes (2009).

3 RESULTADOS

Como resultados, sdo apresentados trés dominios diferentes: uma placa
circular, uma casca simulando um abrigo de pessoas em uma parada de o6nibus e
uma casca simulando a Igrejinha da Pampulha.

Por simplicidade, considerou-se em todos os exemplos o moédulo de
elasticidade igual a 200G Pa, coeficiente de Poisson igual a 0,3 e massa especifica
igual a 7850 kg/m?3 (a massa especifica é utilizada para o calculo do peso préprio
como carregamento na estrutura).

3.1 Placacircular

Considerou-se uma placa circular de raio igual a dois metros, apoiada em
toda sua extremidade, sujeita a um carregamento distribuido de ¢ = —1 kN/m?. A
placa foi modelada por 512 elementos (equivale a 8 X 8 quadrados compostos por
8 triangulos cada).

Os dados para a construcao da fun¢do geométrica que gera esse dominio sao
dados na Tabela 1, onde r é o raio da placa.

No processo de otimizacao, considerou-se um espessura minima de 0,03m e
maxima de 0,12m. O deslocamento absoluto maximo permitido foi de 0,001m e a
espessura inicial foi considerada igual a espessura minima. Considerou-se o
problema com elementos de espessuras iguais distribuidos em faixas concéntricas,
devido a simetria.
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Tabela 1. Dados para fungdo geométrica — placa circular

Vetor de [0,0,0,1,1,1]
nos U
Vetor de [0,0,0,1,1,1]
nos 'V
Graup 2
Grau q 2
V2 \/—
e (5550 (200) (-5-500), (0n20), 000,
(O—r\/_O)(h/—r\/—)(\/_OO)( 2 0)
Pesos \/_ V22 \/_
"2 L 2’ L 2 2L 2’

Desconsiderando-se o peso proprio, obteve-se como resultado uma
espessura constante de 0,0381m (equivalente a um volume de 0,4783m3).
Permitindo a variacdo da espessura em faixas concéntricas, obteve-se a espessura
minima de 0,03m e maxima de 0,0608m (volume igual a 0,42182m3 - reducdo de
10,475%), conforme a Figura 2.

Considerando o pesos proprio, obteve-se como resultado uma espessura
constante de 0,0710m (equivalente a um volume de 0,8912m?). Considerando
uma espessura variavel, conforme o exemplo anterior, obteve-se como resultado
espessuras minima e maxima iguais as definidas no problema, e um volume de
0,7617m3, que representa uma reducdo de 14,531%. A Figura 3 apresenta a
distribuicao das espesssuras.
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Figura 2. Distribui¢cdo das espessuras dos elementos (sem considerar o peso préprio)
Fonte: (Autor, 2018)
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Figura 3. Distribuicao das espessuras dos elementos (considerando o peso préprio)
Fonte: (Autor, 2018)
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3.2 Casca— Abrigo de pessoas

A estrutura do abrigo é composta por uma placa retangular disposta
verticalmente, com 300cm de comprimento e 200cm de altura, combinada a
metade da casca de um cilindro, que forma a cobertura. Esse cilindro tem raio igual
a 60cm. Considerou-se a base do retangulo engastada no solo e um carregamento
distribuido vertical sobre a cobertura cilindrica no valor de —1kN /m? (totalizando
uma forca de 3,6kN).

A casca foi modela por 384 elementos (8 X 6 quadrados compostos por 8
elementos triangulares cada). A tabela 2 apresenta os dados para a construcdo da
funcdo geométrica, onde L é o comprimento, h é a altura do retangulo e r é o raio
do cilindro. Note que a repeticio de um dos nds no vetor de noés gera a
descontinuidade na derivada da superficie.

Tabela 2. Dados para funcio geométrica — abrigo de pessoas

Vetor de

11 1,1,1
néSU FEIEF 4L

[0, 0,0,

Vetor de [0,0,1,1]
nosV

Graup 2

Grau g 1

Pontos de (o,r,h), (O,r,h+r), (0,—-r,h+r), (0,—r,h), (0,—1r,h/2),
controle  (0,-r,0), (L,r,h), (L,r,h+71), (L,—r,h+71), (L,—7r,h), (L,—71,h/2),
(L,—1,0)

Pesos 11 11
1) 1) 1F§)§F1I1I 1' 1’EIEF1

No processo de otimizac¢do, considerou-se espessura minima igual a 0,01m e
maxima igual a 0,06m, e o valor inicial foi igual a espessura minima. O
deslocamento absoluto maximo permitido foi de 0,02m. Considerou-se o problema
com espessura uniforme e com elementos de espessuras iguais distribuidos em
faixas horizontais.

Desconsiderando-se o peso préprio, obteve-se como resultado uma
espessura constante de 0,0203m (equivalente a um volume de 0,2422m3).
Permitindo a variacdo da espessura em faixas horizontais, obteve-se a espessura
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minima de 0,01m e maxima de 0,0225m (volume igual a 0,2058m3 - reducdo de
15,029%), conforme a Figura 4.

0.022
7 0.02
ﬂr‘“‘
. r.#'ﬂ'?ﬂrﬂ*{"iﬁfﬂﬂﬁ {0.018
ﬂh‘! N
h {0.016
0.

0.014

0.012

0.01

a

Figura 4. Distribui¢cdo das espessuras dos elementos (sem considerar o peso préprio)
Fonte: (Autor, 2018)

Considerando o pesos proprio, obteve-se como resultado uma espessura
constante de 0,0345m (equivalente a um volume de 0,4114m3). Considerando
uma espessura variavel, conforme o exemplo anterior, obteve-se como resultado
espessura minima igual a 0,01lm e maxima igual a 0,0321m, e um volume de
0,2128m3, que representa uma reducio de 48,274%. A Figura 5 apresenta a
distribuicao das espessuras.
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| “‘#::;ifﬁh ~0.025
1 -0.02

0.015

0.01

Figura 5. Distribuicéo das espessuras dos elementos (considerando o peso préprio)
Fonte: (Autor, 2018)

3.3 Casca- Igrejinha da Pampulha

A Igrejinha da Pampulha (Igreja Sdo Francisco de Assis) fica localizada em
Belo Horizonte - MG. Foi inaugurada em 1943 e é uma obra de autoria de Oscar
Niemeyer. Se destaca por sua casca parabdlica feita em concreto, como pode-se
observar na Figura 6.

Utilizou-se a funcdo geométrica para simular as curvas da casca que compoe
a cobertura, porém o modelo nao ¢ fiel as dimensdes e simplesmente uma mera
ilustracao. O modelo foi gerado por 704 elementos e se destaca o uso da repeticdo
dos nés para gerar a descontinuidade da derivada da superficie, como pode-se
observar nos dados da Tabela 3.

A casca foi engasta das extremidades de menor dimensdo e considerou-se um
carregamento distribuido horizontalmente de 35kN/m? (note que como apenas a
cobertura foi modelada, é possivel colocar carregamento distribuido
horizontalmente apenas em uma dire¢do, pois a outra apresenta area desprezivel).
Como o material da casca é o concreto, considerou-se modulo de elasticidade
23,8MPa, coeficiente de Poisson 0,2 e massa especifica igual a 2500 kg/m?3.
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Figura 6. Igrejinha da Pampulha

Fonte: http://www.mineirosnaestrada.com.br/igreja-sao-francisco-de-assis/

Tabela 3. Dados para fungdo geométrica — igrejinha da Pampulha

Vetor de [0 1 2 3 3 4 5 5 6 7 8 8 9 10

nos U 11711117117 1111711711117 1171171171100
Vetor de [0,0,1,1]

nos 'V

Graup 2

Grau q 1

Pontos de (0; 0; 0), (1,5;0;3), (25;0;4), (450 4), (55;0;3),

controle  (6,5; 0; 4), (8,5 0;4), (9,5;0; 3), (10,5;0;5), (13,5 0; 8),
(16,5; 0; 5), (17,5; 0; 3), (18,5; 0; 4), (20,5; 0; 4), (21,5; 0; 3),
(23; 0; 0), (0; 8 0), (1,5; 8; 3), (2,5 8; 4), (4,5; 8; 4), (55; 8; 3),
(6,5; 8;,4), (85;8;4), (95;8;3), (10,5;8;5), (13,5; 8;8),
(16,5; 8; 5), (17,5; 8; 3), (18,5; 8; 4), (20,5; 8; 4), (21,5; 8; 3),
(23; 8; 0)

Pesos Pesos unitarios (32 valores)

No processo de otimizac¢do, considerou-se espessura minima igual a 0,15m e
maxima igual a 0,25m, e o valor inicial foi igual a espessura minima. O
deslocamento absoluto maximo permitido foi de 0,20m. Considerou-se o problema
com espessura uniforme e com elementos de espessuras iguais distribuido em
faixas ao longo da menor dimensao.

Desconsiderando-se o peso préprio, obteve-se como resultado uma
espessura constante de 0,2133m (equivalente a um volume de 55,5255m3).
Permitindo a varia¢cdo da espessura em faixas, obteve-se a espessura minima de
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0,15m e maxima de 0,25m (volume igual a 44,4187m3 - reducdo de 20%),
conforme a Figura 7.
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Figura 7. Distribuicdo das espessuras dos elementos (sem considerar o peso préprio)
Fonte: (Autor, 2018)

Considerando o pesos proéprio, obteve-se como resultado uma espessura
constante de 0,2264m (equivalente a um volume de 58,9503m3). Considerando
uma espessura variavel, conforme o exemplo anterior, obteve-se como resultado
espessuras minima e maxima iguais aos limites, e um volume de 45,6901m3, que
representa uma reducao de 22,49%, conforme a Figura 8.
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Figura 8. Distribuicao das espessuras dos elementos (considerando o peso proprio)
Fonte: (Autor, 2018)
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4 CONCLUSAO

Através dos exemplos apresentados, pode-se perceber uma reducao
consideravel no volume das cascas quando se permitiu as variacdes da espessura
ao longo de conjuntos de elementos, porém na pratica isso nao é viavel, sendo o
mais recomendavel a utilizacdo da espessura constante. Poderia-se também
repensar o processo de otimizacdo para ao invés de considerar a espessura nos
elementos, considerar a espessura nos noés, e essa seria interpolada ao longo dos
elementos, mas isso deveria ser feito também de forma a agrupar os nos e de
forma a evitar grandes variagdes para nés préoximos.

A utilizacdo da fun¢do geométrica se mostrou uma boa opg¢do na substituicdao
de um gerador de malhas, porém deve-se tomar o cuidado no momento da escolha
da formulacdo da geometria, para se evitar aquelas com pontos de controles
repetidos, o que geraria elementos com area zero. Existem programas de
computador voltados a modelagem através de NURBS que podem facilitar o
processo de modelagem, como o Rhino3D, por exemplo.
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