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Abstract

Este artigo propoe um framework de risco conjunto para taxas de juros do crédito ao con-
sumidor, com foco nas modalidades Rotativo e Parcelado. Inicialmente, ajustamos distribuicoes
marginais flexiveis para cada modalidade, selecionando modelos com base em critérios de in-
formagao (AIC/BIC) e testes de aderéncia (Kolmogorov—Smirnov e Anderson—Darling). A
adequacao marginal é validada via Probability Integral Transform (PIT). Em seguida, a de-
pendéncia entre as modalidades é modelada por cépulas bivariadas, selecionadas por critérios
de ajuste e validadas por testes de goodness-of-fit (GOF). Por fim, simulagoes de Monte Carlo
geram um “gémeo digital” do sistema para estimar probabilidades conjuntas de eventos ex-
tremos de juros. Os resultados indicam dependéncia positiva moderada e risco conjunto nao
desprezivel de cendrios de estresse de crédito.
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1 Introducao

O crédito via cartao de crédito é uma das principais fontes de endividamento de curto prazo e, em
diversos mercados, constitui um canal sensivel a choques macroeconomicos, mudancas nas condicoes
de funding e variacoes no risco de crédito. No Brasil, destacam-se duas modalidades recorrentes:
o crédito Rotativo, tipicamente associado a taxas mais elevadas e maior volatilidade, e o crédito
Parcelado, caracterizado por pagamentos em prestagoes e, em geral, maior previsibilidade relativa.

Embora essas modalidades apresentem dinamicas proprias, elas podem reagir simultaneamente a
fatores comuns, como deterioracao da inadimpléncia, alteracoes no custo de captacao, mudancas reg-
ulatorias e ajustes de politica monetaria. Nesse contexto, torna-se relevante quantificar nao apenas o
comportamento marginal de cada modalidade, mas também a probabilidade de ocorréncia conjunta
de condigoes adversas.

A motivacao deste estudo é mensurar o risco conjunto de cendrios em que ambas as modali-

dades atingem niveis criticos de juros simultaneamente. Essa perspectiva é particularmente
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importante em aplicacoes de stress testing e monitoramento macroprudencial, nas quais a vulnera-
bilidade tende a se manifestar quando eventos extremos ocorrem de forma simultanea. Do ponto de
vista microeconomico e de gestao de risco, a probabilidade de co-excedéncia também é informativa
para decisoes de precificagao, alocagao de capital e desenho de politicas de limites, por refletir a
chance de estresse simultaneo no portfolio de crédito ao consumo.

Apesar disso, andlises empiricas frequentemente tratam o Rotativo e o Parcelado separadamente
ou resumem sua associacao por correlacao linear, o que pode ser inadequado em presenca de assime-
tria, caudas pesadas e dependéncia nao linear [15]. Nesse cendrio, medidas de co-excedéncia oferecem
uma forma direta de quantificar estresse simultaneo e comparar cenarios de severidade, reduzindo o
risco de subestimacao do comovimento em episédios adversos.

Diante disso, a pergunta central deste trabalho é: qual ¢ a probabilidade de co-excedéncia das
taxas de juros do crédito Rotativo e do crédito Parcelado acima de niveis criticos, e em que me-
dida a dependéncia entre as modalidades eleva (ou reduz) esse risco em relagao ao benchmark de
independéncia?

Para capturar esse comportamento, modelamos a distribuicao conjunta das taxas observadas
por instituicao financeira, indo além de correlacoes lineares e permitindo representar padroes de
dependéncia nao lineares por meio de marginais paramétricas e cépulas [11, 23|. Diferentemente
de abordagens que assumem normalidade ou se baseiam apenas na correlacao de Pearson, adotamos
uma decomposi¢ao em duas etapas: (i) ajuste marginal paramétrico das taxas em cada modalidade e
(ii) modelagem da dependéncia no espago uniforme via cépula, conforme o Teorema de Sklar [22, 26].
Essa separacao aumenta a flexibilidade do modelo diante de distribui¢oes assimétricas e de caudas
mais pesadas, além de permitir caracterizar a dependéncia de forma mais realista do que sob hipdteses
gaussianas.

A partir do modelo ajustado, construimos um gémeo digital via simulacao de Monte Carlo, o
que possibilita estimar probabilidades conjuntas de excedéncia e mapear o risco em uma grade de
cendrios (cg,cp), onde cg e cp representam niveis de estresse (por exemplo, thresholds absolutos ou
quantis de cauda) para as taxas de juros do Rotativo e do Parcelado. O objeto central de interesse

é a métrica de co-excedéncia
R(CR,CP) = ]P(XR > cr, Xp > Cp), (1)

que fornece uma medida direta e interpretavel de estresse simultaneo e pode ser comparada a um
benchmark de independéncia P(Xr > cg) - P(Xp > cp) para quantificar o papel da dependéncia
no risco agregado. Assim, a métrica proposta oferece um instrumento simples e operacional para
monitoramento, comparacao entre instituicoes e construcao de cendrios de estresse no crédito ao

consumao.

Escopo e limitacoes. Este estudo utiliza um recorte transversal das taxas por instituicao finan-
ceira no instante de extracao, o que permite avaliar a dependéncia contemporanea entre Rotativo e
Parcelado, mas nao captura variacao temporal na estrutura de dependéncia. Assim, os resultados
devem ser interpretados como evidéncia cross-section para o periodo analisado, e nao como dinamica
ao longo do tempo. Além disso, embora o procedimento de selecao e teste de aderéncia forneca su-

porte estatistico ao modelo escolhido, as probabilidades conjuntas estimadas dependem das hipdteses



paramétricas adotadas para as marginais e para a copula. Extensoes naturais incluem a construcao

de um painel temporal para avaliar estabilidade dos parametros e dependéncia variante no tempo,

bem como a incorporacao de covariaveis macroeconomicas na estrutura de dependeéncia.

1.1

Contribuigoes

As principais contribuicoes deste trabalho sao:

Construgao e pareamento de base (ETL) com dados piblicos, resultando em uma
amostra harmonizada por instituicao financeira com n = 55 observagoes vélidas e comparaveis

entre Rotativo e Parcelado;

Modelagem em duas etapas (marginais 4+ cépula) para taxas com suporte positivo,
com selegdo de marginais via AIC/BIC e diagnésticos de aderéncia (incluindo KS/AD),

organizados por ranking para decisao final;

Validacdo das marginais via PIT (u = F(z)), com verificacdo de uniformidade por KS
contra U(0, 1), assegurando consisténcia da transformacdo para o espago uniforme antes do

ajuste da copula [14];

Modelagem e validagao da dependéncia via cépulas bivariadas, com selecao por AIC
e teste de aderéncia por GOF (método de Kendall com bootstrap B = 1000), permitindo

capturar dependéncias nao lineares de forma estatisticamente controlada [17];

Mensuragao e visualizagao do risco conjunto R(cg, cp) por Monte Carlo (N = 10,000),
incluindo (i) um mapa em grade de cendrios (cg,cp) e (ii) intervalos de confianca de
Wilson (95%) para quantificar incerteza amostral [9], além de comparagao com o benchmark
de independéncia P(Xy > cg) - P(Xp > cp).

1.2 Organizacgao do artigo

O restante do trabalho estd organizado da seguinte forma: a Secao 2 apresenta as modalidades de

crédito em cartao e a motivagao para a mensuragao do risco conjunto; a Se¢ao 3 descreve os dados, o

processo de tratamento e o pareamento das institui¢oes; a Secao 4 apresenta a metodologia, incluindo

o ajuste e a selecao das distribuicoes marginais, a validagao via PIT, a modelagem por copulas e os

procedimentos de simulagao e calculo do risco conjunto; a Se¢ao 5 reporta os resultados empiricos; a

Secao 6 discute os principais achados, suas implicagoes, limitagoes e possiveis extensoes; por fim, a

Secao 7 conclui o estudo.

2

Modalidades de Crédito no Cartao: Rotativo vs Parcelado

Esta secao descreve as duas modalidades analisadas e discute por que o risco conjunto, definido na

Eq. (1), é¢ uma medida relevante para avaliar cendrios de estresse no crédito ao consumidor.



2.1 Crédito Rotativo

O crédito Rotativo corresponde ao financiamento do saldo devedor remanescente apds o pagamento
parcial da fatura do cartao de crédito [3, 12]. No arranjo regulatério vigente, esse financiamento pode
ocorrer na modalidade rotativa apenas até o vencimento da fatura subsequente [12]. Trata-se de uma
modalidade associada a custo de crédito elevado nas estatisticas do Banco Central, o que reforga sua
relevancia empirica para a anédlise de risco [6, 4]. Do ponto de vista da modelagem, espera-se que
a distribuicao das taxas apresente assimetria, dispersao relevante e possivel concentracao em valores

extremos, o que motiva o uso de distribuicoes marginais flexiveis com suporte em R™.

2.2 Crédito Parcelado

O crédito Parcelado compreende o parcelamento de compras realizadas com cartao de crédito ou
dos valores referentes a fatura, com incidéncia de juros [3]. Além disso, apds o prazo do rotativo, o
saldo remanescente pode ser financiado por meio de linha de crédito parcelada em condig¢oes mais
vantajosas para o cliente do que aquelas praticadas no crédito rotativo [12]. Nas estatisticas do Banco
Central, as taxas do cartao parcelado tendem a situar-se abaixo das observadas no rotativo, embora
permanecam elevadas em termos absolutos [6, 5]. Essa diferenga sugere que Parcelado e Rotativo
podem exibir comportamentos marginais distintos, bem como padroes préprios de associa¢ao, o
que reforca a conveniéncia de uma modelagem conjunta que nao imponha dependéncia linear nem

hipdtese gaussiana.

2.3 Por que mensurar o risco conjunto?

A observacao simultanea de taxas elevadas em Rotativo e Parcelado pode sinalizar condi¢oes mais re-
stritivas no crédito ao consumidor e, portanto, justificar o monitoramento da sua co-movimentagcao. [4]
Nesse contexto, a métrica R(cg, cp) oferece uma forma objetiva de quantificar a probabilidade de
co-excedéncia acima de thresholds (cg, cp). Ao variar (cg, cp), é possivel mapear regides de maior
severidade e comparar cendrios de risco, avaliando nao apenas o nivel de cada modalidade isolada-

mente, mas também a probabilidade de estresse simultaneo.

3 Dados e Preparagao (ETL)

Os dados analisados consistem em taxas de juros mensais reportadas por instituicao financeira para
as modalidades Rotativo (crédito rotativo) e Parcelado (crédito parcelado). As séries foram extraidas
do sistema publico de estatisticas do Banco Central do Brasil (BCB) na quinta-feira, 22 de janeiro
de 2026, as 01:29:31, a partir das consultas oficiais para Rotativo e Parcelado [8, 7]. Todas as etapas
de preparacao, tratamento e andlises estatisticas subsequentes foram realizadas em R.

Como as duas extragoes podem apresentar diferencas de formatagao e cobertura de instituigoes, foi
adotado um fluxo de preparacao de dados para assegurar consisténcia, comparabilidade e pareamento

entre as modalidades.



3.1 Inspecao inicial e harmonizacao

A base de Parcelado continha inicialmente 58 registros, enquanto a de Rotativo continha 60 registros,
refletindo as institui¢oes disponiveis no instante de extracao e possiveis diferencas entre as listas
reportadas em cada modalidade.

Nesta etapa, procedeu-se a harmonizacao dos identificadores das instituicoes e a padronizacao
do formato das taxas de juros, garantindo que ambas as bases estivessem no mesmo padrao de

interpretagao e unidade (% a.m.), sem ambiguidades de escrita ou representagdo numérica.

3.2 Pareamento entre modalidades

Sempre que disponivel e consistente, uma informacao temporal comum as duas bases permitiria o
pareamento por instituigao e data. No conjunto analisado, entretanto, o pareamento foi realizado
exclusivamente pelo nome da instituicao financeira, assegurando que cada observacao de Rotativo

fosse associada a sua correspondente em Parcelado dentro do mesmo corte transversal.

3.3 Limpeza final e construcao da amostra pareada

Para assegurar uma amostra valida e compativel com o suporte positivo das distribui¢goes marginais,
foram removidas observacoes com valores faltantes, nao finitos ou nao positivos, mantendo-se apenas
taxas estritamente maiores que zero.

Quando houve mais de uma observacao associada a mesma instituicao dentro de uma modalidade,
os registros foram consolidados de forma a evitar duplicidades no pareamento. Em seguida, as duas
bases foram combinadas retendo apenas as instituigbes presentes simultaneamente em Rotativo e
Parcelado. Como consequéncia, algumas instituicoes foram descartadas por constarem em apenas
uma das modalidades no instante de extracao.

Apoés a intersecao e a limpeza final, obteve-se uma amostra com n = 55 pares validos.

3.4 Amostra final pareada
A amostra final é composta por n observagoes pareadas:
R) _(P)\yn
{(2(,2") (2)

(R)

%

em que x; ~ representa a taxa do Rotativo e :17§P) a taxa do Parcelado para a mesma instituicao
financeira. No conjunto utilizado neste estudo, n = 55, caracterizando um recorte transversal (cross-
section) no instante de extracdo, com observacoes simultaneas nas duas modalidades.

A Tabela 1 apresenta os valores observados de Rotativo e Parcelado para cada instituicao incluida
na amostra. A Figura 1 mostra uma visualizacao bivariada das taxas, com a dispersao conjunta e os
histogramas marginais empiricos, oferecendo uma visao inicial do comovimento entre as modalidades

e da heterogeneidade entre instituigoes.



Table 1: Taxas de juros observadas por instituigao: Rotativo vs Parcelado (% a.m.).

Instituicdes (1)

Instituicdes (2)

Instituicao Rotativo Parcelado Instituigao Rotativo Parcelado
DM SCFI 24,71 11,75 BCO MERCANTIL DO BRASIL S.A. 15,34 2,56
BCO CREFISA S.A. 22,07 11,55 SCFI EFI S.A. 15,14 6,45
PEFISA S.A. - C.F.I 22,02 14,21 GOLCRED S/A - CFI 15,14 5,98
CALCRED S.A. 21,41 12,38 KREDILIG S.A. - CFI 15,04 5,43
NEON FINANCEIRA - SCFI S.A. 21,05 10,24 BCO BMG S.A. 14,92 2,88
BANCO PAN 20,43 10,19 BCO BRADESCO S.A. 14,18 6,78
MIDWAY S.A. - SCFI 20,08 13,17 ITAU UNIBANCO HOLDING S.A. 13,83 9,26
WILL FINANCEIRA S.A.CFI 19,98 13,10 BCO DO BRASIL S.A. 13,10 9,21
REALIZE SCFI S.A. 19,09 14,72 BCO BANESTES S.A. 12,95 11,37
BANCO DIGIO 19,04 12,48 NU FINANCEIRA S.A. CFI 12,84 9,00
BCO DO EST. DE SE S.A. 19,00 19,00 GAZINCRED S.A. SCFI 12,05 12,05
BCO BV S.A. 17,48 11,07 CAIXA ECONOMICA FEDERAL 12,04 8,58
BCO SENFF S.A. 17,47 14,39 ASA SCFI S.A. 11,99 7,25
LUIZACRED S.A. SCFI 16,88 10,99 BCO DO NORDESTE DO BRASIL S.A. 11,88 7,10
BANCO INVESTCRED UNIBANCO S.A. 16,80 11,06 BCO SAFRA S.A. 11,34 8,72
CREDIARE CFI S.A. 16,79 12,21 BANCO BTG PACTUAL S.A. 11,04 5,70
FIN. ITAU CBD CFI 16,68 11,34 HS FINANCEIRA 10,65 6,49
BCO SANTANDER (BRASIL) S.A. 15,75 10,19 BCO XP S.A. 10,17 7,61
BCO TRIANGULO S.A. 22,03 8,53 RP FINANCEIRA 9,82 0,08
BCO AFINZ S.A. - BM 19,72 8,85 BANCO SICOOB S.A. 9,76 5,67
PICPAY BANK - BANCO MULTIPLO S.A 19,69 7,56 BCO RENDIMENTO S.A. 9,16 6,98
VIA CERTA FINANCIADORA S.A. - CFI 19,05 4,99 BANCO GENIAL 9,08 4,93
BCO CSF S.A. 18,72 9,04 BCO STELLANTIS S.A. 9,07 7,68
BANCO BRADESCARD 18,24 7,51 ZEMA CFI S/A 9,06 7,58
PORTOSEG S.A. CFI 16,84 9,26 BCO AGIBANK S.A. 8,59 5,47
BCO C6 S.A. 16,69 5,83 BANCO BARI S.A. 7,04 5,65
BCO DO EST. DO PA S.A. 16,31 7,86 BCO DAYCOVAL S.A 5,27 3,26
BCO DO ESTADO DO RS S.A. 15,50 6,92
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Figure 1: Dispersao bivariada das taxas observadas por instituigao: Rotativo (eixo x) versus Parce-
lado (eixo y), com histogramas marginais empiricos.



4 Metodologia

4.1 Ajuste e selecao de marginais

Como as taxas sao positivas e assimétricas, ajustamos distribui¢oes continuas com suporte em R via
méxima verossimilhanca (MLE) [24]. Para cada série, avaliamos um conjunto amplo de candidatos:
Weibull, Gamma, Lognormal, Exponencial, Log-logistica, Burr XII, Fréchet e Inversa Gaussiana.
Algumas familias exigem inicializacao e restri¢coes de parametros para estabilidade numérica, sendo
adotado um otimizador com limites inferiores para evitar valores degenerados.

Seja £(0) o log-verossimilhanga maximizado e k o nimero de parametros do modelo. Os critérios

de informagao utilizados foram [1, 25]:

A~ ~

AIC = 2k — 20(d),  BIC = log(n) k — 20(9). (3)

Além disso, avaliamos aderéncia por testes baseados na funcao de distribuicao ajustada F:
e KS (Kolmogorov—Smirnov): estatistica e p-valor [21];
e AD (Anderson—Darling): estatistica e p-valor [2].

Para evitar instabilidades numéricas nos testes (por exemplo, quando F (x) retorna exatamente 0 ou
1), aplicamos um clamping em um intervalo aberto (g,1 — €) com € pequeno.
Como decisao final, utilizamos um score agregado por ranking, somando as posigoes relativas
de AIC, KS e AD:
Score = rank(AIC) + rank(KS) + rank(AD), (4)

onde menor score indica melhor equilibrio entre parcimonia e aderéncia. Esse procedimento selecionou
Weibull como melhor marginal para Rotativo e Burr XII como melhor marginal para Parcelado

no conjunto analisado.

4.2 Validagao por PIT (Probability Integral Transform)

Apos o ajuste marginal F', transformamos cada observagao para o dominio uniforme por meio do
Probability Integral Transform (PIT) [14]:

A

w=F(x;), i=1,...,n. (5)
Sob um modelo marginal bem especificado, espera-se que
u; ~ Uniforme(0, 1), (6)

0 que permite separar o problema de dependéncia do ajuste marginal.
Para evitar problemas numéricos em etapas subsequentes, os valores transformados foram limi-
tados ao intervalo (g,1 — ¢), com € = 10712

A validagao do PIT foi conduzida por:

e inspecao qualitativa (verificagdo de uniformidade aproximada dos valores em (0,1));
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e teste de Kolmogorov—Smirnov contra U(0, 1).

Como o teste KS pode apresentar avisos em presenca de empates numeéricos, adicionamos um
ruido extremamente pequeno (jitter) antes da aplicacdo do teste, preservando a distribuigao de

forma praticamente inalterada:
U = u; + n;, n; ~ Uniforme(—1071°,10717). (7)

Assim, o PIT fornece uma checagem objetiva do ajuste marginal e produz pseudo-observacoes

adequadas para o ajuste da cépula.

4.3 Copulas e dependéncia

Pelo Teorema de Sklar [26], a distribuigao conjunta de (Xg, Xp) pode ser decomposta em marginais
e copula:
Fr.p(zr,zp) = C(Fr(zr), Fp(zp)), (8)

onde C(+, ) captura exclusivamente a dependéncia entre as variaveis no espago uniforme, ver também

[22]. A estimacao da cépula é realizada no dominio dos pseudo-dados:
up = Fr(@{®),  vi=Fp(al”), (9)

e a selecao do melhor modelo é feita por maxima verossimilhanga dentro de um conjunto abrangente
de familias candidatas, utilizando o critério AIC como regra de escolha. No estudo, a cépula sele-
cionada foi a Frank, com parametro estimado 6 e medida de dependéncia 7 de Kendall reportados
na comparacao entre familias. Por construgao, a Frank nao impoe dependéncia assimétrica de cauda
(isto é, dependéncia de cauda superior e inferior nulas), o que é coerente quando nao hé evidéncia

de co-movimentos extremos sistematicos em apenas uma cauda.

4.4 Validagao de aderéncia da cépula (GOF)

Apés selecionar a familia de cépula por maxima verossimilhanga (critério AIC), avaliamos a qualidade
do ajuste por meio de um teste de bondade de ajuste (Goodness-of-Fit, GOF) baseado no processo de
Kendall [16, 17]. Esse procedimento compara a dependéncia empirica observada no espago uniforme
com a dependéncia implicada pela cépula ajustada, quantificando a discrepancia por duas estatisticas

complementares:
e CvM (Cramér—von Mises), que integra o erro quadratico ao longo do dominio [13, 27];
e KS (Kolmogorov—Smirnov), que captura o maior desvio observado.

Os p-valores sao obtidos por bootstrap paramétrico com B = 1000 reamostragens. No presente
estudo, os p-valores foram elevados, de modo que nao ha evidéncia estatistica para rejeitar, ao nivel de
significancia usual (por exemplo, 5%), a hipdtese de que a cépula ajustada descreve adequadamente a
dependéncia observada. Esse resultado sustenta o uso do modelo nas etapas de simulacao e avaliacao

de risco conjunto.



4.5 Simulagao Monte Carlo (Gémeo digital)

Com as marginais selecionadas Fr e Fp e a cépula ajustada C, construimos um gémeo digital para
o par (Xg, Xp), capaz de reproduzir simultaneamente: (i) o comportamento marginal de cada série
e (ii) o padr@o de dependéncia observado entre elas.

O procedimento de simulagao é dado por:
1. gerar pares uniformes correlacionados (U;, V;) ~ C ,para j =1,...,N;

2. retornar ao espaco original por meio da transformagao inversa (quantis):

X = Fvwy, X = FY); (10)

3. obter a amostra sintética {(X (R), X N . utilizada para quantificacdo de risco conjunto.
J J J=1

No experimento computacional, utilizamos N = 10.000 simulagoes, nimero suficiente para esta-
bilizar estimativas de probabilidades conjuntas em niveis moderados e permitir andlises em grade de

cendrios [18].

4.6 Definicao do risco conjunto e estimacgao

Definimos o risco conjunto como a probabilidade de excedéncia simultanea acima de thresholds
(CR7 CP):
R(CR,CP) = ]P(XR > CR, Xp > Cp). (11)

Com a amostra Monte Carlo, o estimador natural é:

ﬁ(CR,CP = R > CR, X( ) > Cp). (12)

||Mz

Como cenério base ilustrativo (conforme implementado no script), adotamos os cortes cg = 15%

para o Rotativo e cp = 10% para o Parcelado, estimando diretamente:
| N
-~ R jo
R(15%, 10%) = NZ]I (x> 15, X1 > 10). (13)
7j=1

Além do cendrio pontual, construimos uma grade de cendrios {cg} X {cp} para mapear a

superficie de risco conjunto, obtendo a matriz:
ﬁ(cR, cp) para multiplos pares de thresholds. (14)

Para quantificar a incerteza estatistica em cada célula da grade, calculamos intervalos de con-
fianga de 95% para a propor¢ao K/N usando o método de Wilson (robusto mesmo para probabil-
idades proximas de 0 ou 1), onde K representa o nimero de excedéncias simultaneas observadas
na simulagdo. Assim, cada par (cg,cp) é reportado com estimativa pontual e intervalo plausivel

associado.



Opcionalmente, o erro padrao de Monte Carlo pode ser aproximado por:

~ A~

R(1-R)

SEMC’ ~ N

(15)

4.7 Caélculo direto do risco conjunto via modelo (marginais 4+ cépula)

Além da estimagao por Monte Carlo, também ¢é possivel calcular a probabilidade de excedéncia
simultanea R(cg,cp) = P(Xr > cg, Xp > cp) de forma direta a partir do modelo paramétrico
ajustado.

Pelo Teorema de Sklar, a distribui¢ao conjunta pode ser escrita como

Frp(zg,vp) = C(Fr(zg), Fp(zp)), (16)

onde F e Fp sao as fungoes de distribuicao acumulada marginais e C' é a cépula selecionada. Para
thresholds (cg, cp), definimos
u = ﬁR(CR), V= FP(CP). (17)

Como C(u,v) = P(U < u, V < v) representa a probabilidade conjunta no dominio uniforme,

podemos obter a probabilidade de excedéncia simultanea por complemento:

N

R(cr,cp) =P(Xp > cr, Xp >cp)=1—u—uv+ C(u,v;0). (18)

Na pratica, u e v sdo computados a partir das marginais ajustadas (por exemplo, Weibull para
Rotativo e Burr XII para Parcelado). Para evitar instabilidades numéricas quando u ou v se aprox-
imam de 0 ou 1, utilizamos clamping, isto é, restringimos u e v ao intervalo [¢, 1 — ¢] para um ¢ > 0
pequeno. Em seguida, C (u,v; é) ¢ avaliada por meio da funcao distribuicao acumulada da copula
estimada.

Dessa forma, obtemos uma estimativa paramétrica fechada para o risco conjunto, que: (i) elimina
o erro de Monte Carlo, (ii) é computacionalmente eficiente para grades extensas de thresholds e (iii)
serve como validacao cruzada dos resultados obtidos por simulacao.

Por fim, o calculo direto pode ser resumido como:

~ A ~, A A N

R(cr,cp) =1 — Fr(cr) — Fp(cp) + C(Fr(cr), Fr(cp); 0), (19)

permitindo avaliar, por exemplo, o cendrio base (cg,cp) = (15%, 10%) de forma imediata.

4.8 Especificagcao paramétrica das marginais selecionadas

Apés o ajuste por maxima verossimilhanga e a selegdo com base em critérios de informagao (AIC/BIC)
e testes de aderéncia (KS/AD), as distribuicoes escolhidas para descrever as marginais foram: Weibull
para o crédito Rotativo e Burr XII para o crédito Parcelado.! Ambas possuem suporte em R, e

flexibilidade suficiente para acomodar assimetria e diferentes graus de dispersao nas taxas observadas.

'Por simplicidade de notacdo, omitimos o simbolo de estimacdo nos pardmetros e nas distribuicoes ajustadas ao
longo desta subsecdo. Assim, expressoes como Fgr, Fp, A, 8, a, ¢, k e 8 devem ser interpretadas como referentes as
respectivas quantidades estimadas.
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4.8.1 Marginal do Rotativo: Weibull

Modelamos Xp (taxa do Rotativo) por uma distribuigao Weibull com parametros de escala A > 0 e

forma g > 0 [28, 19]. Sua funcdo densidade de probabilidade (PDF) é dada por:

wo=3 () e [ 2o &

e a fungao de distribui¢ao acumulada (CDF) correspondente é:

T

B
Fr(z) =1 — exp {— <X> ] ) (21)
A distribuicao Weibull é uma escolha conveniente para modelar variaveis positivas, pois admite

diferentes formatos conforme o parametro de forma g [19].

4.8.2 Marginal do Parcelado: Burr XII

Para Xp (taxa do Parcelado), utilizamos uma distribuigao Burr XII, familia flexivel para varidveis
positivas, capaz de acomodar assimetria e diferentes comportamentos de cauda [10, 20]. Adotamos
parametro de escala a > 0 e parametros de forma ¢ > 0 e kK > 0. A CDF da Burr XII pode ser

escrita como:

Fple)=1-(1+ (3>> ) (22)

«

fo(z) = (5>1 (1 + (f)c>(ﬁ+1) . x>0 (23)

a \« (07

e sua PDF é:

Essa familia oferece flexibilidade adicional para representar heterogeneidade e assimetria nas taxas

observadas do crédito parcelado [20].

4.9 Distribuicao conjunta final via cépula de Frank

Uma vez definidas as marginais Fg e Fp, a dependéncia entre Rotativo e Parcelado é modelada por

uma copula C. Pelo Teorema de Sklar, a funcao de distribuicao conjunta pode ser escrita como
26, 22]:

FR,P(nyxP) :C(FR(mR),Fp(xp)). (24)

No presente estudo, a familia selecionada foi a cépula de Frank, adequada para capturar de-

pendéncia simétrica e dependéncia de cauda nula (\y = A\ = 0) [22]. Sua forma fechada é dada

por:

—Ou __ 76’1)_1
Chnel030) = —10g [1 4+ DRI g gy gy, (25)

onde u,v € (0,1) e @ controla a intensidade da dependéncia (6 > 0 indicando associagdo positiva).

Assim, o modelo conjunto final pode ser escrito explicitamente como:

Frp(zr,2p) = Coank(Fr(zr; A, ), Fp(zp; o, ¢, k)3 0) . (26)
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Além da CDF conjunta, a densidade conjunta admite a decomposicao padrao:

frp(zr,zp) = c(u,v;0) fr(zr) fr(rp),  u= Fr(zgr), v= Fp(zp), (27)

onde c¢(u,v; ) denota a densidade da cépula, isto é, a derivada de segunda ordem de C.
Finalmente, a probabilidade de excedéncia simultdnea acima de thresholds (cg,cp) pode ser

escrita como:
R(cr,cp) =P(Xg > cr, Xp > cp) =1— Fr(cr) — Fp(cp) + Cran( Fr(cr), Fp(cp)), (28)

o que permite calcular o risco conjunto diretamente a partir do modelo ajustado.

5 Resultados

5.1 Selecao e ajuste das marginais

As Tabelas 2 e 3 apresentam as métricas de ajuste para as distribuigoes candidatas das séries de

crédito Rotativo e Parcelado.

Table 2: Métricas de ajuste para a série Rotativo.

Modelo AIC BIC KS p-valor KS AD p-valor AD
Weibull 322,48 326,50 0,0772 0,8983 0,3528 0,8935
Burr XII 324,55 330,58  0,0799 0,8738 0,3651 0,8820
Gamma 327,06 331,07  0,1111 0,5054 0,6952 0,5621
Lognormal 330,94 334,96  0,1307 0,3046 0,9481 0,3853

Log-logistica 331,74 335,75  0,0962 0,6890 0,8665 0,4349
Inv. Gaussiana 331,34 335,35  0,1368 0,2545 1,0092 0,3521
Fréchet 351,22 355,23  0,1683 0,0886 2,2275 0,0693
Exponencial 411,87 413,88  0,3938 ~ 0 12,5008 ~ 0

Table 3: Métricas de ajuste para a série Parcelado.

Modelo AIC BIC KS p-valor KS AD  p-valor AD
Burr XIT 304,93 310,95 0,0934 0,7230  0,5355  0,7101
Weibull 302,84 306,86  0,0951 0,7020 0,5466 0,6991
Log-logistica 315,12 319,14  0,0974 0,6733 0,9311 0,3951
Gamma 315,57 319,58  0,1425 0,2143 1,6015 0,1541
Lognormal 349,38 353,39  0,2158 0,0119 4,2611 0,0066
Exponencial 350,33 352,34  0,3588 ~0 9,2659 ~0
Fréchet 413,61 417,62  0,3448 ~ 0 10,7353 ~ 0
Inv. Gaussiana 416,59 420,60 0,4687 ~ 0 16,6366 ~0
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5.2 ECDF vs CDF e graficos P-P (validagao visual)

A Figura 5.2 apresenta uma validacao visual das distribuigbes marginais ajustadas. Na linha superior,

os painéis Figura 5.2a e Figura 5.2b comparam a ECDF (funcao de distribui¢ao empirica) com a CDF

tedrica ajustada para as taxas de juros do crédito rotativo e do crédito parcelado, respectivamente.

Com base no critério combinado de selegao (AIC + KS + AD), a marginal do crédito rotativo foi

melhor descrita por uma Weibull (Figura 5.2a), enquanto a marginal do crédito parcelado foi melhor

descrita por uma Burr XII (Figura 5.2b). Observa-se boa concordancia entre ECDF e CDF ao longo

da maior parte do suporte, sugerindo ajuste satisfatério.

Na linha inferior, os painéis Figura 5.2c e Figura 5.2d exibem os gréaficos P-P (probabilidade

empirica versus probabilidade tedrica) com bandas de confianga de 95%. Em ambos os casos, a

maior parte dos pontos permanece dentro da faixa esperada de incerteza, o que sustenta a adequacao

das marginais ajustadas e é consistente com os testes de aderéncia (KS/AD) e com a validagao via

PIT.

F(X)

(a) Crédito rotativo (Weibull): ECDF vs CDF ajus-
tada.

Theoretical probability (FA(x))
°
N
AY

0.00 025 075 1.00

050
Empirical probability

(c) Crédito rotativo (Weibull): grafico P-P com
banda de 95%.

F(x)

(b) Crédito parcelado (Burr XII): ECDF vs CDF
ajustada.

Theoretical probability (F(x))
8
a

0.00 025 075 1.00

050
Empirical probability

(d) Crédito parcelado (Burr XII): grafico P-P com
banda de 95%.

Figure 2: Diagnosticos de validagao das marginais. Linha superior: ECDF versus CDF ajustada.
Linha inferior: gréficos P-P com bandas de confianca de 95%.



5.3 Validagao por PIT

Os histogramas PIT e o teste KS contra Uniforme(0,1) indicam que a transformacio v = F(x) é
consistente com uniformidade. Para a série Rotativa, obteve-se p = 0.8732, enquanto para a série

Parcelada, p = 0.6879, ambos indicando um excelente ajuste das marginais.

Table 4: Teste PIT (Kolmogorov-Smirnov contra U (0, 1)).

Série D (KS) p-value

Rotativo 0.0772 0.8732
Parcelado  0.0934 0.6879

5.4 Selecao e ajuste da copula

A selecao da familia de copula foi realizada por comparacao entre diferentes modelos candidatos,
utilizando o Critério de Informagao de Akaike (AIC) como métrica de escolha. Conforme apresentado
na Tabela 5, a cépula de Frank apresentou o melhor desempenho (AIC = —16,70; BIC = —14,71),
superando alternativas como a Gaussiana e a de Gumbel.

Diferentemente de familias assimétricas, como Clayton (associada & dependéncia de cauda infe-
rior) e Gumbel (associada & dependéncia de cauda superior), a cépula de Frank é adequada para
capturar uma estrutura de dependéncia simétrica, sem impor dependéncia assintotica nas caudas
(isto é, TDy = 0 e TDy = 0). Assim, o modelo sugere que a relagdo entre as taxas de juros do
crédito Rotativo e Parcelado se manifesta de forma conjunta ao longo de todo o suporte, nao estando

concentrada apenas em eventos extremos.

Table 5: Comparacao de critérios de ajuste para familias de copulas candidatas.

Familia  Parametro (/) 7 de Kendall Log-Lik AIC  BIC

Frank 3,78 0,37 9,35 -16,70 -14,71
Gaussiana 0,52 0,35 9,31 -16,62  -14,63
Gumbel 1,53 0,35 9,13 -16,25  -14,26
t-Student 0,51 0,34 8,75 -13,50  -9,52
Clayton 0,31 0,13 3,12 -4,24 -2,25

O modelo final selecionado foi, portanto, a cépula de Frank, com parametro estimado 6 = 3,78 e
dependéncia positiva moderada medida por 7 = 0,37. Esse resultado indica que aumentos na taxa do
crédito Rotativo tendem a ser acompanhados por movimentos na mesma dire¢ao na taxa do crédito
Parcelado, ainda que com intensidade moderada. Observa-se ainda que o 7 empirico é ligeiramente
superior (0,39), o que é compativel com pequenas diferengas entre a medida amostral e a medida
implicita no modelo ajustado.

A Figura 3 apresenta o mapa de contornos da densidade da copula de Frank ajustada no espaco
[0,1]* das pseudo-observacoes (u,v). Nota-se maior concentracio de probabilidade nas regioes
proximas a diagonal u ~ v e menor concentracao nas regioes (0,1) e (1,0). Esse padrao é con-

sistente com concordéancia entre as séries (dependéncia positiva), ao mesmo tempo em que a cépula

14



de Frank preserva simetria e ndo induz dependéncia nas caudas (T'Dy = T Dy, = 0), reforgando a

interpretacao de que a associagao ocorre predominantemente no corpo da distribuicao.

1.00

0.75

Level

B o035
B 05,10

I (1.0, 1.5]

(1.5,2.0]

|| @0.25]
25,3.0]
(3.0,35]

|| @540

> 0.50

0.25

0.00

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
u

Figure 3: Curvas de nivel da densidade da cépula de Frank ajustada (é = 3,78) no espago uniforme
(u,v). Tons mais escuros indicam maior densidade conjunta, refletindo dependéncia positiva moder-
ada e aproximadamente simétrica ao longo do suporte, sem dependéncia de cauda.

5.4.1 Teste de bondade de ajuste (GOF) da cépula

Para avaliar a adequacao do modelo selecionado, aplicou-se um teste de bondade de ajuste para
copulas baseado no processo de Kendall. Esse procedimento quantifica a discrepancia entre a es-
trutura de dependéncia observada nos dados e aquela implicada pela cépula ajustada, considerando
duas estatisticas complementares: (i) a Cramér—von Mises (CvM), que integra o erro quadrético
ao longo do dominio, e (ii) a Kolmogorov—Smirnov (KS), que captura o maior desvio observado.
Os p-valores foram obtidos por bootstrap paramétrico com B = 1000 reamostragens.

Os resultados (Tabela 6) indicam elevada aderéncia do modelo de Frank, com p-valores altos
tanto para CvM (p = 0,826) quanto para KS (p = 0,74). Assim, ndo ha evidéncia estatistica para
rejeitar, ao nivel de significancia de 5%, a hipdtese de que a dependéncia entre as modalidades de

crédito seja bem representada pela copula ajustada.
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Table 6: Teste de bondade de ajuste (GOF) para a c6pula de Frank via processo de Kendall (bootstrap
com B = 1000).

Copula 6 7 CvM stat CvM p-value KS stat KS p-value

Frank 3,78 0,37 0,0502425 0,826 0,5878875 0,74

5.5 Especificagao paramétrica das marginais selecionadas e distribuicao

conjunta final

Apés a etapa de selecao empirica e validacao das marginais (Tabelas 2 e 3), o modelo final adotado
combina: (i) uma distribuicdio Weibull para descrever a série de juros do crédito Rotativo, (ii)
uma distribuigdo Burr XII para descrever a série de juros do crédito Parcelado e (iii) uma cépula
de Frank para capturar a dependéncia entre ambas. Nesta subsecao, reportamos as estimativas
dos pardmetros por méxima verossimilhanca (MLE) com seus erros-padrao e apresentamos a

expressao do modelo conjunto final, utilizada no calculo de probabilidades conjuntas de excedéncia.

5.5.1 Parametros estimados das marginais e erro de estimagao

Os parametros foram estimados por maxima verossimilhanca, e os erros-padrao reportados na
Tabela 7 sao assintéticos, obtidos a partir da informagao observada (Hessiana) no ponto de méximo.
No caso do Parcelado, a estimacao foi realizada em uma parametrizacao equivalente baseada em taza

(r), e, para manter consisténcia com a notacao tedrica usada neste artigo, utilizamos o mapeamento:

r = shapel, ¢ = shape2, a=—.
r

Como « é uma reparametrizagdo (a = 1/r), seu erro-padrao foi obtido por aproximacao de primeira

ordem (delta method):
SE(r)

r2

SE(a) ~

De modo geral, erros-padrao elevados em parametros de familias muito flexiveis podem ocorrer
em amostras moderadas, indicando maior incerteza na identificacao simultanea de escala e forma,
sem comprometer necessariamente o uso do modelo para simulagao e avaliacao de probabilidades

conjuntas.
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Table 7: Parametros estimados por méxima verossimilhanca (MLE) e erros-padrao (EP) das
marginais selecionadas.

Série Distribuicao Parametro Estimativa EP
B (forma) 4,0590 0,4480
Rotativo ~ Weibull
A (escala) 16,8273 0,5931
 (forma) 68,4888 153,8355
Parcelado Burr XII ¢ (forma) 2,5496 0,2719
a (escala) 51,9257 47,75

Nota: Para a Burr XII, reportamos « = 1/, com erro-padriao aproximado via delta method: SE(«) ~ SE(r)/r?.

5.5.2 Marginal do Rotativo: Weibull

A marginal do Rotativo segue a Weibull definida em §4.8.1 (ver (20)—(21)). O ajuste por MLE
resultou em f = 4.058963 (EP = 0.4480) e A = 16.827259 (EP = 0.5931), de modo que no modelo
final utilizamos Fg(x; A, ).

5.5.3 Marginal do Parcelado: Burr XII

A marginal do Parcelado segue a Burr XII definida em §4.8.2 (ver (22)-(23)). O ajuste por MLE
resultou em & = 68.488814 (EP = 153.8355) e ¢ = 2.549598 (EP = 0.2719). A escala foi reportada
como & = 1/7 = 51.9257, com erro-padrao aproximado EP(&) ~ 47.75 via delta method. Assim, no

modelo final utilizamos Fp(x; &, ¢, k).

5.5.4 Dependéncia e distribuicao conjunta via cépula de Frank

Com as marginais ajustadas e validadas (Segoes 5.5.2-5.5.3 e Tabela 7), modelamos a dependéncia
entre Rotativo e Parcelado por meio de uma cépula bivariada. Pelo Teorema de Sklar, a distribuicao

conjunta no suporte original pode ser escrita como

AL, A A

FR’p(l’R,l’p) :C(FR(ZER),FP(.TP)). (29)

Entre as familias candidatas, a cépula selecionada foi a Frank, com 6 = 3,78, indicando de-
pendéncia positiva moderada (7 = 0,37; Tabela 5). Nota-se que o 7 empirico é ligeiramente superior
(Temp = 0,39), 0 que é compativel com pequenas diferengas entre a medida amostral e a medida
implicita pelo modelo ajustado. Essa familia é adequada para capturar associacao aproximadamente
simétrica ao longo do dominio, sem evidéncia de dependéncia assintética nas caudas (Ay = A, = 0).

Substituindo as marginais estimadas, o modelo conjunto utilizado nas analises é:
FR,P(£R7 .TP) = CFrank<FR($R; >\7 ﬂ)? FP(xP; da éa "%)7 9)7 (30)

onde Crrank(+, -;0) é definida na Segao 4.9.

Para aplicacoes de estresse, o objeto de interesse ¢ a probabilidade de coexcedéncia acima de
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(¢g, cp). Definindo u = Fg(cg) e v = Fp(cp), obtemos:

~

R(CR, Cp) = P(XR > CR, Xp > Cp) =1l—-u—v+ C'Frank(u, v; 9) (31)

5.6 Analise de Sensibilidade e Grade de Cenarios

Com o objetivo de avaliar a robustez do risco conjunto estimado entre as modalidades de crédito
rotativo e parcelado, foi construida uma grade de cendrios variando os thresholds (cortes) de taxa de
juros para ambas as marginais. Em cada par de cortes (cg, ¢p), o risco é definido como a probabilidade
conjunta:

P(Rot > cg N Par > ¢p),

isto é, a chance de que simultaneamente as taxas do rotativo excedam cg e as do parcelado excedam
cp. Essa andlise permite mapear a superficie de risco e verificar como o nivel de restricao dos
cortes afeta a ocorréncia de eventos simultaneos. No grid reportado a seguir, utilizamos thresholds
representativos do suporte empirico observado (Rotativo em {12,...,20}% a.m. e Parcelado em

{8,...,14}% a.m.), o que facilita interpretacao e posterior visualizagdo em mapas de calor.

Estimativa via Monte Carlo. A Tabela 8 apresenta as probabilidades conjuntas estimadas por
simulagao de Monte Carlo a partir do gémeo digital construido com marginais ajustadas (Weibull
para o rotativo e Burr XII para o parcelado) e dependéncia capturada por uma cépula Frank. Cada

célula foi obtida pela proporcao de excedéncias simultaneas na amostra simulada:

R )

> Cp, X(

CR,CP = > Cp).

||Mz

Como esperado, observa-se um comportamento monotonico: a medida que os thresholds aumentam,

a probabilidade conjunta diminui, pois a regiao de excedéncia simultanea se torna mais restritiva.

Table 8: Grade de Probabilidades Conjuntas via Monte Carlo: P(Rot > c¢g N Par > ¢p).

Threshold Rotativo (cgr)

Par (cp) 12% 13% 14% 15% 16% 17% 18% 19% 20%

8% 0,4937 0,4709 0,4396 0,3987 0,3544 0,2969 0,2377 0,1784 0,1274

9% 0,4067 0,3931 0,3716 0,3426 0,3067 0,2615 0,2111 0,1606 0,1160
10% 0,3240 0,3152 0,3004 0,2785 0,2522 0,2190 0,1799 0,1402 0,1016
11% 0,2434 0,2384 0,2292 0,2147 0,1969 0,1740 0,1444 0,1144 0,0834
12% 0,1744 0,1718 0,1656 0,1565 0,1448 0,1291 0,1090 0,0876 0,0643
13% 0,1181 0,1165 0,1128 0,1069 0,0991 0,0892 0,0771 0,0624 0,0470
14% 0,0792 0,0781 0,0757 0,0720 0,0668 0,0609 0,0534 0,0424 0,0322

Incerteza estatistica via intervalos de confianga (Wilson). Além da estimativa pontual,
incorporamos uma medida de incerteza para cada célula da grade. Como cada simulacao produz um

evento Bernoulli (excede simultaneamente ou nao), calculamos intervalos de confianga de 95% para
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cada probabilidade conjunta pelo método de Wilson, que é particularmente robusto mesmo para
probabilidades moderadas ou baixas [9]. A Tabela 9 reporta os intervalos [L; U] associados a cada

cenario.

Table 9: Intervalos de Confianca (95%) para P(Rot > cg N Par > ¢p) (método de Wilson).

Threshold Rotativo (cg)

Par (cp) 12% 13% 14% 15% 16% 17% 18% 19% 20%
8% [0,4839; 0,5035] [0,4611; 0,4807] [0,4299; 0,4493] [0,3891; 0,4083] [0,3451; 0,3638] [0,2880; 0,3059] [0,2295; 0,2461] [0,1710; 0,1860] [0,1210; 0,1341]
9% [0,3971; 0,4164] [0,3836; 0,4027] [0,3622; 0,3811] [0,3334; 0,3520] [0,2977; 0,3158] [0,2530; 0,2702] [0,2032; 0,2192] [0,1535; 0,1679] [0,1099; 0,1224]
10% [0,3149; 0,3332] [0,3062; 0,3244] [0,2915; 0,3095] [0,2698; 0,2874] [0,2438; 0,2608] [0,2110; 0,2272] [0,1725; 0,1876] [0,1335; 0,1471]  [0,0958; 0,1077]

0,1030; 0,1153
0,0720; 0,0825

0,0492; 0,0580

12% [0,1671; 0,1820] [0,1645; 0,1793] [0,1584; 0,1730] [0,1495; 0,1638] [0,1380; 0,1518] [0,1227; 0,1358
13% [0,1119; 0,1246] [0,1104; 0,1229] [0,1067; 0,1191] [0,1010; 0,1131] [0,0934; 0,1051]  [0,0838; 0,0949
14% [0,0741; 0,0847] [0,0730; 0,0835] [0,0707; 0,0810] [0,0671; 0,0772] [0,0621; 0,0719] [0,0564; 0,0658

0,0822; 0,0933]  [0,0597; 0,0693]
0,0578; 0,0673]  [0,0430; 0,0513]

[ ] | ] ] I
[ ] I | | ]
[ ! I ] ] ]
11% [0,2351;0,2519] [0,2301; 0,2469] [0,2211; 0,2375]  [0,2068; 0,2229] [0,1892; 0,2048] [0,1667; 0,1816]
[ | | ] ] ]
[ | J ] ] |
[ | I ] I ] 0,0386; 0,0465]  [0,0289; 0,0358]

[ [ [
[ ] [
[ ] [
[0,1376; 0,1514] [0,1083; 0,1208] [0,0781; 0,0890]
[ ] [
[ ] [
[ ] | [

Ciélculo direto (analitico) via marginais e cépula. Como verificacao adicional e alternativa
computacionalmente eficiente, também calculamos a grade de risco conjunto diretamente a partir do
modelo paramétrico ajustado, sem recorrer a simulacoes. Essa abordagem utiliza as CDFs marginais

ajustadas e a CDF da cépula selecionada para obter:

A

R(cR,CP):l—u—v—i-a(u,v), u = Fg(cgr), U:FP(CP),

onde C (u,v) denota a fungao de distribuigdo acumulada da cépula ajustada, avaliada no par (u,v).
Para garantir estabilidade numérica quando u ou v se aproximam de 0 ou 1, aplicamos uma truncagem

suave (clamping) no dominio uniforme, definindo
u* = min{max(u,£),1 — e}, v* = min{max(v,¢),1 — e},

com ¢ > 0 pequeno, e entdo computamos C'(u*,v*). O risco é obtido por complemento, conforme a
expressao acima.
A Tabela 10 apresenta a mesma grade de cendrios estimada via calculo direto, permitindo

comparacao imediata com os resultados obtidos por Monte Carlo.

Table 10: Grade de Probabilidades Conjuntas via cdlculo direto (modelo marginal + cépula):
P(Rot > cg N Par > cp).

Threshold Rotativo (cgr)

Par (cp) 12% 13% 14% 15% 16% 17% 18% 19% 20%

8% 0,945 04716 0,4402 0,3992 0,3491 0,2923 0,2330 0,1760 0,1255
9% 0,4072 0,3920 0,3703 0,3408 0,3029 0,2579 0,2087 0,1597 0,1150
10% 0,3203 0,3106 02964 0,2763 02495 0,2161 0,1779 0,1382 0,1008
11% 02405 02344 0,2254 0,2123 0,1943 0,1709 0,1431 0,1130 0,0836
12% 0,1722 0,1684 0,1628 0,1546 0,1429 0,1274 0,1082 0,0868 0,0651
13% 0,1175 0,1153 0,1118 0,1068 0,0995 0,0895 0,0769 0,0625 0,0474
14% 0,0764 0,0751 0,0730 0,0700 0,0655 0,0594 0,0515 0,0422 0,0324
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Consisténcia entre Monte Carlo e calculo direto. Os resultados das Tabelas 8 e 10 sao
proximos em toda a grade, como esperado quando o nimero de simulagoes ¢é suficientemente grande.
Mais importante, as estimativas obtidas pelo cédlculo direto permanecem compativeis com os inter-
valos de confianga construidos a partir do Monte Carlo (Tabela 9). Por exemplo, no cenério de
referéncia (cg = 15%, cp = 10%), a estimativa Monte Carlo foi 0, 2785, com intervalo de confianga de
95% dado por [0,2698;0,2874]. O célculo direto forneceu 0, 2763, valor que se encontra dentro desse

intervalo, reforcando a coeréncia do modelo ajustado e a estabilidade do procedimento numeérico.

Retangulos exclusivos (bins) como decomposicao da distribui¢do conjunta. Além das
probabilidades de excedéncia (definidas por regides do tipo “quadrante superior direito”), é til
decompor o plano (Rot, Par) em retangulos exclusivos (bins), que particionam todo o suporte e,
por construcao, somam probabilidade total 1. Definindo bordas 0 = cpo < cp1 < - <cpyj < ooe

0=cpo<cp1 <---<cpr< oo, estimamos a massa em cada retangulo por:

ﬁi,j - 1

J
=1

N

- 1

Pij = E ]I<CR,]'71 < X <cpj, cpia < X< CP,i>> E
m=1 i j

=1 j

Essa representacao funciona como um histograma bivariado (distribuicao conjunta discreta) e
permite: (i) checagem de consisténcia (a soma deve ser 1), (ii) leitura direta de onde estd a massa
conjunta, e (iii) cdlculo de probabilidades em regides mais gerais por simples soma de células.

A Tabela 11 reporta a matriz p; ; para as bordas utilizadas no grid, mostrando a distribuigao

conjunta por retangulos exclusivos.

Table 11: Decomposigao em retangulos exclusivos (bins): estimativa discreta da distribui¢ao conjunta
no grid. Cada célula é p; ; = ]P’(cRﬁj_l < Rot < cpj, cpi—1 < Par < cP,Z-), com soma total igual a 1.

(0, 12] (12, 13) (13, 14] (14, 15] (15, 16] (16, 17] (17, 18] (18, 19] (19, 20] (20, <]
(0, 8] 0,1695 0,0437 0,0488 0,0444 0,0365 0,0284 0,0240 0,0153 0,0086 0,0198
(8, 9] 0,0217 0,0088 0,0105 0,0118 0,0094 0,0123 0,0085 0,0078 0,0058 0,0099
(9, 10] 0,0125 0,0059 0,0073 0,0090 0,0096 0,0128 0,0115 0,0097 0,0058 0,0114
(10, 11] 0,0074 0,0049 0,0059 0,0074 0,0086 0,0097 0,0102 0,0094 0,0077 0,0157
(11, 12] 0,0054 0,0023 0,0041 0,0047 0,0069 0,0078 0,0087 0,0087 0,0086 0,0156
(12, 13] 0,0024 0,0019 0,0022 0,0042 0,0047 0,0070 0,0080 0,0067 0,0064 0,0163
(13, 14] 0,0022 0,0007 0,0018 0,0027 0,0026 0,0043 0,0053 0,0047 0,0047 0,0153
(14, oo] 0,0035 0,0015 0,0029 0,0047 0,0068 0,0078 0,0096 0,0124 0,0125 0,0335

Faixas de Rotativo condicionais ao evento Par > cp (leitura interpretavel do estresse).
Complementarmente, é possivel decompor o evento de estresse no parcelado (Par > c¢p) em faixas
exclusivas de Rotativo. Isso fornece uma leitura direta de onde estd a massa condicional do
Rotativo quando o Parcelado ja esta em regime adverso. Para cortes cp; < --- < cp s, definimos as

faixas exclusivas:

Rot < Cr1, Cr1 < Rot < CR2, --+, CRJ-1 < Rot < CR,J, Rot > CR,J,
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e calculamos, para cada faixa A;,

P(A; N {Par > cp})
P(Par > cp)

P(A; N {Par > cp}), P(A; | Par > cp) =

A Tabela 12 ilustra essa decomposi¢ao para cp = 10%, mostrando a probabilidade conjunta de
cada faixa com o evento Par > 10% e a probabilidade condicional correspondente. Observa-se, por
exemplo, massa condicional relevante em Rot > 20%, o que é coerente com cendrios em que o estresse

no parcelado co-ocorre com niveis elevados do rotativo.

Table 12: Faixas exclusivas de Rotativo dentro do evento Par > 10%: probabilidades conjuntas e
condicionais.

Faixa (Rot)  P(faixan{Par > 10%}) P(faixa | Par > 10%)

Rot <12 0,0209 0,0582
12 < Rot <13 0,0113 0,0315
13 < Rot < 14 0,0169 0,0471
14 < Rot <15 0,0237 0,0660
15 < Rot < 16 0,0296 0,0825
16 < Rot < 17 0,0366 0,1019
17 < Rot < 18 0,0418 0,1164
18 < Rot <19 0,0419 0,1167
19 < Rot <20 0,0399 0,1111
Rot > 20 0,0964 0,2685

Vantagens e limitagoes das abordagens. As duas estratégias sao complementares e atendem a

objetivos diferentes:

e Monte Carlo (simulagao):

— Vantagens: grande flexibilidade (permite calcular métricas nao lineares e regides com-
plexas de risco), facil extensao para estatisticas adicionais e construgao natural de inter-

valos de confianga por reamostragem.

— Desvantagens: introduz erro amostral (variabilidade de Monte Carlo), exigindo N elevado
para estabilizar probabilidades; custo computacional cresce com o tamanho da grade e com

a necessidade de precisao em eventos raros.
e Cilculo direto (analitico via cépula):

— Vantagens: computacionalmente muito eficiente, elimina o erro de Monte Carlo e permite
avaliar grades grandes quase instantaneamente, sendo ideal para rotinas de sensibilidade,

calibracao e validacao cruzada.

— Desvantagens: depende de forma mais direta da correta especificacao paramétrica das

marginais e da cépula; além disso, é menos flexivel para eventos definidos por regioes mais
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gerais (ndo retangulares) ou métricas que nao se expressam facilmente em fun¢ao da CDF

conjunta.

Por fim, a Figura 4 ilustra o comportamento conjunto ao comparar a nuvem simulada (cinza)
com os pontos observados (preto), o que fornece uma validagao visual adicional da plausibilidade do
ajuste. As linhas tracejadas representam os thresholds do cendario principal e destacam a regiao de

excedéncia simultanea utilizada na andlise.
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Figure 4: Simula¢do Monte Carlo: nuvem simulada (cinza) versus pontos observados (preto). As
linhas tracejadas indicam o cendrio de referéncia (cg = 15%, cp = 10%).

6 Discussao

Os resultados obtidos apontam para dependéncia positiva moderada entre as taxas de juros das
modalidades Rotativo e Parcelado, de modo que choques de precificacao, mudancas em condigoes
de funding ou aumento da percepcao de risco podem se refletir em elevagao simultanea do custo
do crédito ao consumidor. Sob a cépula selecionada (Frank), a estrutura de dependéncia é aproxi-
madamente simétrica e nao concentra a associagao apenas em eventos extremos (isto é, sem de-
pendéncia de cauda assintética), sugerindo que o comovimento ocorre predominantemente no corpo
da distribuicao.

A métrica central do estudo, R(cg, cp) = P(Xg > cr, Xp > cp), permite quantificar diretamente

a probabilidade de co-excedéncia para diferentes niveis de estresse. A partir do modelo ajustado,
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avaliamos R(cg,cp) em uma grade de cendrios (cg,cp), o que possibilita visualizar como o risco
conjunto varia conforme aumentam os niveis de estresse. A Figura 5 apresenta o mapa de calor de

R(cr,cp) no grid analisado, destacando o cenario base (cg,cp) = (15, 10).

141

131

=

S 12 :

= Risk(cg, Cp)
@ 0.50
o

X 0.40
g 1 0.30
(O]

E 0.20
©

E 0.10
= 10

a

o

15 16 17 19 20
cr (Revolving, % per month)

Figure 5: Mapa de calor da probabilidade conjunta de co-excedéncia R(cg,cp) = P(Xg > cg, Xp >
cp) no grid de cendrios. O retangulo destaca o cendrio base (cg, cp) = (15, 10).

Para quantificar o papel da dependéncia na formagao do risco agregado, comparamos R(cg, cp) ao
benchmark de independéncia P(Xp > cg)P(Xp > cp). A Figura 6 apresenta o excesso A(cg,cp) =
R(cr,cp) —P(Xg > cg)P(Xp > cp), onde valores positivos indicam que a dependéncia aumenta a
probabilidade de co-excedéncia em relagao ao que seria esperado caso as modalidades fossem inde-
pendentes. No grid analisado, o excesso é predominantemente positivo, sugerindo que uma hipdtese

de independéncia tenderia a subestimar o estresse simultaneo.
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Figure 6: Excesso de risco conjunto em relacdo ao benchmark de independéncia: A(cg,cp) =
R(cr,cp) — P(Xr > cg)P(Xp > cp). Valores positivos indicam risco conjunto acima do que se-
ria esperado sob independéncia.

Do ponto de vista aplicado, os resultados fornecem um indicador operacional de estresse relevante

para:

e gestao de risco e precificagao bancaria, ao quantificar a probabilidade de elevacao si-

multanea do custo do crédito em duas modalidades amplamente utilizadas;

¢ regulagcao e monitoramento macroprudencial, ao permitir construir cenérios de co-excedéncia

e avaliar vulnerabilidades sistémicas associadas a choques comuns;

e avaliagao de impacto sobre endividamento e inadimpléncia, ja que aumentos simultaneos
em Rotativo e Parcelado podem amplificar restricoes financeiras e elevar o risco de atraso no

crédito ao consumo.

6.1 Limitacoes e extensoes

Apesar dos resultados estatisticamente consistentes com o modelo proposto, algumas limitacoes de-
vem ser destacadas. Primeiro, a andlise utiliza um recorte transversal/instantaneo por instituigao
financeira no periodo de extracao, o que permite caracterizar a dependéncia contemporanea entre
Rotativo e Parcelado, mas nao captura possiveis mudancas ao longo do tempo na estrutura de

dependéncia. Segundo, o tamanho amostral (nimero de institui¢oes pareadas) impde cautela na
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generalizacdo, sobretudo para inferéncias sobre eventos raros/extremos, ainda que tenhamos repor-
tado incerteza via intervalos de confianga na estimacgao das probabilidades conjuntas. Terceiro, as
estimativas dependem das hipdteses paramétricas adotadas para as marginais e para a copula, de
modo que diferentes escolhas podem alterar marginalmente os niveis de risco.

Como extensoes promissoras, destacam-se:

e cépulas com dependéncia de cauda (por exemplo, t-cépula e familias BB), para avaliar
cenarios em que a associacao se intensifica em extremos e a co-excedéncia é dominada por

eventos raros;

e dependéncia variante no tempo (cépulas dinamicas / parametros variantes), permitindo
investigar estabilidade da dependéncia em janelas méveis e sua relacao com ciclos monetarios

e condicoes financeiras;

e integragao com covaridveis macroeconémicas (inflacao, Selic, spread bancério, inadimpléncia)
e modelos hibridos, combinando estrutura de cépula com técnicas de ML/IA para previsao de

risco conjunto e construcao de cenarios;

e ampliacao da base para painel (instituicdo X tempo), possibilitando validagdo fora da

amostra e comparacao do risco conjunto entre diferentes regimes macroeconomicos.

7 Conclusao

Este trabalho apresentou um modelo para mensuracao do risco conjunto entre as taxas de juros do
crédito em cartao nas modalidades Rotativo e Parcelado, combinando ajuste marginal paramétrico e
modelagem de dependéncia via copulas. A estratégia em duas etapas, com validacao das marginais
via PIT e posterior selecao e validacao da cépula, permitiu representar a distribuicao conjunta de
forma flexivel, superando abordagens baseadas exclusivamente em medidas de associacao linear.

Os resultados obtidos indicam dependéncia positiva moderada entre as duas modalidades,
sugerindo que elevagoes nas taxas do crédito ao consumidor podem ocorrer de forma simultanea.
Com base no modelo ajustado, utilizamos simulacao de Monte Carlo para estimar a probabilidade
de co-excedéncia

R(CR,CP) = P(XR > CR, Xp > Cp)

em uma grade de cendarios, o que permitiu mapear regioes de maior vulnerabilidade conjunta e
comparar diferentes niveis de severidade. Além disso, ao contrastar R(cg, cp) com o benchmark de
independeéncia,

P(XR > CR)]P(XP > Cp),

observou-se que a dependéncia entre as modalidades pode elevar o risco agregado em relagao ao caso
independente, reforcando a relevancia de modelar explicitamente a estrutura conjunta em exercicios
de monitoramento e analise de estresse.

Do ponto de vista aplicado, a métrica proposta oferece uma forma objetiva e operacional de
quantificar a probabilidade de estresse simultaneo entre Rotativo e Parcelado, podendo contribuir

para avaliagoes de risco mais informadas em contextos de precificagdo, monitoramento e analise
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prudencial. Ao mesmo tempo, os resultados devem ser interpretados com cautela, dadas as limitagoes

do estudo, em especial o carater transversal da base utilizada e o nimero reduzido de instituicoes

pareadas no recorte analisado.

Como agenda de pesquisa, extensoes naturais incluem a construcao de uma base em painel, com

dimensao instituicao x tempo, de modo a investigar a estabilidade da dependéncia ao longo do ciclo

econoémico, bem como a adogao de familias de cépulas com dependéncia de cauda e de especificagoes

com parametros variantes no tempo. Adicionalmente, a incorporacao de covariaveis macroeconomicas

pode ampliar a interpretacao economica dos resultados e aumentar o potencial analitico do modelo

para fins de supervisao e gestao de risco.
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A Robustez: comparacao com cépulas alternativas

Como verificagao de robustez da especificacao de dependéncia, além da cépula selecionada no corpo
principal (Frank), ajustamos também as cépulas Gaussiana, t de Student, Clayton e Gumbel via
méxima verossimilhanga no espago uniforme. O objetivo é avaliar (i) a sensibilidade da escolha da
familia de cépula segundo critérios de informacao, (ii) a adequagao do ajuste por testes de aderéncia
(goodness-of-fit, GOF) e (ili) o impacto sobre a probabilidade de co-excedéncia no cenério base
R(15,10).

A Tabela 13 resume os resultados segundo AIC/BIC, Kendall’s 7, testes GOF com bootstrap, e o
impacto sobre R(15, 10) reportado tanto pela expressao analitica do modelo quanto por simulacao de
Monte Carlo (com IC de Wilson 95%). Os resultados corroboram a escolha principal: a c6pula Frank
apresenta o menor AIC e BIC e nao é rejeitada pelos testes GOF baseados no método de Kendall
(p-valores elevados). As alternativas Gaussiana e Gumbel exibem desempenho préximo em termos de
ajuste (AIC/BIC similares) e niveis de dependéncia compativeis (via 7 ~ 0.35), produzindo estimati-
vas de R(15,10) préximas a obtida sob Frank. Em termos praticos, a probabilidade de co-excedéncia
no cenario base permanece na mesma ordem de grandeza entre as especificagoes com bom ajuste,
variando de forma moderada (por exemplo, R(15,10) = 0.2858 sob Frank versus aproximadamente
0.272-0.274 sob Gaussiana e Gumbel), o que sugere que a principal conclusao empirica do trabalho
nao ¢ sensivel a escolha entre essas familias.

Em contraste, a cépula Clayton apresenta dependéncia mais fraca (menor 7) e é rejeitada pelo
GOF (p-valores baixos), além de produzir uma estimativa consideravelmente menor para R(15,10),
indicando que essa familia nao descreve adequadamente a estrutura de dependéncia observada no
conjunto de dados analisado. Para a t-copula, o teste GOF baseado no processo de Kendall nao
estd implementado no pacote utilizado; por isso, reportamos GOF via método de White e indicamos
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p-valores indisponiveis como “—” quando nao retornados. Ainda assim, a t-cépula apresenta ajuste
inferior em termos de AIC/BIC em relagao a Frank/Gaussiana/Gumbel e produz estimativas de

R(15,10) proximas as demais especificagoes bem ajustadas.

Table 13: Robustez da especificacao de dependéncia: copulas alternativas ajustadas por maxima
verossimilhanga no espaco uniforme. Reportamos AIC/BIC, Kendall’s 7, testes GOF (Kendall com
bootstrap quando disponivel; White quando necessario) e o impacto no cenério base R(15, 10).

Cépula par par2 7 logLik AIC BIC GOF p(CvM) p(KS) R(15,10) MC (IC 95%)

Frank 3.78 037 935 -16.70 -14.71 Kendall 0.83 0.74 0.2858  0.2888 [0.2800;0.2978]

Gaussian  0.52 035 931 -16.62 -14.63 Kendall 0.75 0.80 0.2723  0.2791 [0.2704;0.2880]

Gumbel 1.53 035 9.13 -16.25 -14.26 Kendall 0.64 0.78 0.2744  0.2707 [0.2621;0.2795]

t 0.51 30.00 0.34 875 -13.50 -9.52  White — — 0.2714  0.2759 [0.2672;0.2847]
[

Clayton  0.31 0.13  3.12 -4.24  -2.25 Kendall 0.00 0.01 0.2205  0.2223 [0.2143;0.2306]

Nota: Para a t-cépula, o teste GOF baseado no processo de Kendall nao estd implementado no pacote utilizado; por
isso, utilizamos o método de White. Quando o procedimento nio retorna p-valores, indicamos como “—”. O IC 95%

refere-se ao intervalo de Wilson aplicado & estimativa Monte Carlo.
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