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Resumo: No ambito do ensino de engenharia estrutural, um dos grandes desafios consiste em
elucidar os conceitos fundamentais, de forma a desenvolver no discente a habilidade de
associar um fen6meno fisico com os modelos matematicos disponiveis na literatura,
juntamente com a capacidade de compreender e implementar as técnicas de solugdo de tais
modelos. Sendo assim, o objetivo do vigente artigo é expor uma estratégia para analisar com
viés educacional, os efeitos de tor¢do sobre elementos de barra, oriundos do carregamento de
um sistema estrutural completo. A metodologia adotada se inicia com a representacdo do
comportamento de um sistema estrutural sujeito a uma solicitacdo externa, seguida da analise
dos efeitos de tal solicitagdo em um Unico elemento de barra, nesse caso, sujeito a torgao.
Executa-se entdo uma analise analitica de tensGes na barra, por meio da funcdo tensdo de
Prandtl, com foco nas premissas e limita¢gdes inerentes ao modelo do qual essa fun¢do se
origina, de forma que sua proximidade com a realidade fisica possa ser compreendida com
precisdo. Em seguida, a mesma andlise é executada numericamente através dos Métodos de
Diferencas Finitas (MDF) e Elementos de Contorno (MEC), incluindo uma breve exposi¢do da
matematica por trds de cada método. Por fim, os resultados numéricos sdo validados pela
solucdo analitica e comparados entre si. A inclusdo desta comparativa tem por objetivo
adicional expor algumas das ferramentas computacionais disponiveis ao engenheiro no trato
de um determinado problema de interesse. O artigo resultante é uma estratégia conceitual
para o ensino de engenharia estrutural, que pode ser util para profissionais de ensino nessa
area, na solucdo dos desafios mencionados a priori.

Palavras chaves: ensino; métodos numeéricos; tor¢do; elasticidade; engenharia estrutural.

Abstract: When teaching structural engineering, one of the major challenges is to elucidate
fundamental concepts in a manner that allows students to develop the ability to associate a
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physical phenomenon with the corresponding mathematical models available in the literature,
as well as understand and implement the available solutions for such models. In this context,
the objective of this article is to devise a strategy for analyzing, with an educational bias, the
effects of torsion on bar elements, originated from a load applied to an entire structural
system. The methodology adopted begins with a representation of the behavior of a structural
system subjected to a given external load, followed by the analysis of the effects of said load in
a single bar element that is, in this case, subjected to torsion. An analytical stress analysis is
then performed on the bar by means of the Prandtl stress function, with focus on the premises
and limitations inherent to such function and the differential model that it originates from, so
that its proximity to physical reality can be fully comprehended. Lastly, the same analysis is
performed numerically by means of the Finite Differences (FDM) and Boundary Element (BEM)
methods, including a brief exposition of the mathematics behind each method. The results of
both techniques are then validated by the analytical solution and compared with each other.
The inclusion of this comparison has the additional objective of exposing some of the
computational tools available to an engineer when dealing with a given problem. The resulting
article is a conceptual strategy for teaching the fundaments of structural engineering, that the
authors believe may prove to be useful for academic professionals of this field, when
overcoming the aforementioned challenges.

Keywords: teaching; numerical methods; torsion; elasticity; structural engineering.
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1 INTRODUCAO

Com o decorrer do avanco cientifico e tecnolégico, a engenharia estrutural tornou-
se uma area com crescente investimento e pesquisa devido as diversas aplicacdes
praticas na engenharia, como em pegas mecanicas, estruturas aeronauticas e navais, ou
usualmente na construcdo civil. Em particular na engenharia civil, elementos primitivos
isolados como barras, vigas, pilares ou lajes, em geral constituem um sistema estrutural,
como pontes, edificacdes, torres e etc. Comumente, tais estruturas devem estar
preparadas para suportar diversas influéncias externas, como cargas adicionais, efeitos
térmicos, acbes do vento, vibragbes e entre outras, ao passo que, a analise estrutural
atinge grau de dificuldade maior com a concatenacdo de tais efeitos (Carvalho; Filho,
2010).

As inumeras complexidades que uma estrutura apresenta corroboram com as
dificuldades no ensino de estruturas dentro da academia, acarretando em um déficit no
processo de aprendizado dos discentes. Dentro deste contexto, faz-se necessario aos
docentes formas e recursos didaticos a fim de potencializar a assimilacdo do contetdo
das disciplinas. Dentro deste direcionamento de maximizar o binbmio ensino-
aprendizagem, o uso estratégias de ensino e contextualizacdo com situacdes reais na
engenharia estimulam os discentes a explorar os abstratismos matematicos e
interpretacdes fisicas (Bortolo; Linhares, 2006; Guimardes, 2018).

Neste contexto, associado ao processo de ensino, deve-se figurar também no
aprendizado dos discentes a importancia da construcdo de uma base técnica sélida. No
vigente trabalho aborda-se o problema de torcdo, devido possibilitar uma discussao
tanto no campo de ensino como no técnico. Este problema fisico possui aplicacdes
sofisticas como em Teimoori et al (2016), Ecsedi e Baksa (2010), Strek et al (2016) e
Hosseini et al (2016). Assim, os discentes devem ter um entendimento fisico-
matematico preliminar de um modelo com carater simplista, que fornece a base
necessaria para tal poder realizar a extrapolacdo dos conceitos em um problema de
escala maior.

2 CONTEXTUALIZAGAO E DELIMITAGAO DO FENOMENO
FisICO

Dentro do curso de engenharia civil, a gama de contetdos associadas a mecénica
dos soélidos tem papel fundamental do processo formacdo de uma base conceitual-
matematica sélida acerca dos conceitos primitivos sobre comportamento estrutural.
Usualmente, os problemas fisicos abordados em tais disciplinas, no nivel de graduacéo,
tem modelos simplificados e unidimensionais, como flexdo de barras, flambagem de
colunas, tor¢do ou barra sob carga axial. Esta linha de raciocinio na graduagdo fornece
um entendimento inicial sobre os efeitos e comportamentos de elementos estruturais aos
alunos (Popov, 1968; Hibbeler, 2010).
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Contudo, a extrapolacao de tais conceitos adquiridos no ciclo basico, aplicado em
problemas com maior grau de complexidade nem sempre é de facil entendimento aos
discentes, devidos alguns fatores, como por exemplo, a teoria adotada ndo permite
tantas simplificagdes como nos problemas classicos da mecanica dos sélidos, a dificil
visualizacdo do problema fisico dentro do contexto real, os procedimentos matematicos
tornam-se um pouco mais abstratos, 0 modelo adotada nem sempre tem solucédo
analitica ocasionando o uso de técnicas aproximadas e entre outros obstaculos (Lima et
al., 2016; Moreira; Pitangueira, 2018)

Neste ambito, quando se analisa a torgéo de barras de secéo circular verifica-se que
a natureza do problema fisica é axissimétrico, ou seja, o problema torna-se
unidimensional, pois a tensao varia radial ao longo da secdo circular da peca. Todavia, 0
problema de torcdo de barras de secdo retangular é bidimensional, isto €, a equacédo de
governo é parcial e deve-se recorrer a teoria da elasticidade (Timoshenko; Goodier,
1951). Para exemplificar a aplicabilidade deste problema na engenharia civil, considere
um esquema contextualizado conforme a Figura 1.

aw \\

Figura 1. Esquema didatico do problema fisico

Fonte: Acervo Pessoal

Considere que na Figura la exista um perfil genérico devido a acdo do vento
atuando na face frontal de uma edificacdo. Entdo, isola-se um elemento de barra do
edificio, considera-se somente a acdo do vento na sua faceta, ou seja, despreza-se
qualquer outra contribuicdo de esfor¢des externo ou interno, conforme mostra a Figura
1b. Pelos conceitos de mecanica, pode-se concentrar a intensidade de uma carga
distribuida em uma forga resultante P, contudo, devido o perfil do vento ser uma agéo
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varidvel, a localizacdo da forca resultante fica definida por uma excentricidade e em
relacdo a linha de centro da faceta.

Entdo, na Figura 1c realiza-se uma transmissdo da forca resultante para linha de
centro, associado a um momento torsor T que atua na secdo transversal da barra.
Desprezando efeito da carga P, chega-se na Figura 1d que evidencia a torcdo de uma
barra de secéo retangular. Enfatizando que em geral os efeitos de tor¢do provenientes da
acdo do vento sdo potencializados em analises de edificios altos. Observe ainda, que
na andlise de estruturas, sendo valido o principio da superposicdo, é possivel avaliar
cada efeito separadamente de cada acdo e posteriormente verificar suas influéncias,
logo, motiva-se entender o comportamento do elemento sob um unico efeito. Note
como um esquema didatico contextualizado com uma situacdo préatica facilita a
motivacao e interesse do o(a) aluno(a) em sala de aula, fornecendo um incentivo maior
para exploracdo da modelagem matematica abstrata, que usualmente ndo desperta a
atencéo do discente (Bardini; Spalding, 2017; Pravia; Kripka, 1999).

Desta maneira, para modelagem matematica do problema de torcdo, adota-se
modelo proveniente da teoria da elasticidade, que descreve o fendmeno pela equacao
parcial de Poisson, conforme a Eq. (1).

2 2
gx—f +2y—f _F )
Onde ¢ € a funcdo tensdo de Prandtl e o termo fonte F = —2G6, em que G é 0 modulo
de elasticidade transversal e 8 € o angulo de torcdo. A funcdo tensdo € nula nas bordas
do dominio bidimensional, o que define condicbes de contorno do problema, ou seja,
existe somente potencial prescrito em todo contorno. Esta funcdo tensdo é um artificio
matematico para simplificacdo do problema fisico, ou seja, na realidade busca-se

determinar as tensdes de cisalhamento, conforme as Eq. (2) e Eq. (3) (Timoshenko;
Goodier, 1951)..

_o¢ 2
=y )
sz = _% (3)

A solucdo do problema de torcdo baseia-se em dois estagios, a solugdo da equagao
de Poisson, conforme Eqg. (1) e o segundo estagio que realiza a diferenciacao da solugéo
primal, conforme as expressoes dadas pelas Eq. (2) e Eq. (3). Para este problema, as
solugdes analiticas sdo conhecidas, vide Timoshenko & Goodier (1951) e Silva (2005).
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Figura 2. Torcéo de barra de se¢do retangular e circular

Fonte: Acervo Pessoal

Nota-se ainda, que um dos motivos da tor¢do de secdo retangular ser um problema
mais complexo e ndo ser tratado com maiores detalhes nos cursos de graduacdo, além
de trabalhar com equacdes diferenciais parciais, a se¢des transversais da barra néo
permanecem planas, como ocorria com a tor¢do de secdo circular, conforme ilustra a
Figura 2 (Mindlin, 1975; Filho, 1981).

3 FORMULAGCAO NUMERICA

Para diversos problemas de engenharia, a solucdo analitica fica limitada para casos
especificos com dominios e parametros bem definidos. Para contornar tais restri¢oes e
solucdes de problemas configuracbes diversas, recorresse ao uso de métodos
aproximados para solucdo de equacdes diferenciais parciais que governam 0s
fendmenos. Como método pioneiro, destaque 0 método das diferencas finitas (MDF),
que preserva sua boa aplicabilidade em problemas de engenharia, conforme Oliveira &
Pedroso (2008) e Mansour (2018). Com o avanco cientifico, atualmente ressalta-se
método dos elementos de contorno (MEC) que esta apresentando bons resultados em
inimeros problemas, vide em Loeffler, Barbosa & Barcelos (2018) e Carrer et al.
(2013).

3.1 Aproximacéao por Diferengas Finitas

O método das diferencas finitas tem com cerne a aproximacgdo dos operadores
derivadas por aproximacdes algébricas. Por meio das expressdes deduzidas por série de
Taylor para um operador de segunda ordem, pode-se aproximar a Eq. (1) e assim
determinar com algumas manipulag¢Ges a equacao de diferencas finitas para o problema
de torcdo, como posto na Eq. (4) (Ozisik, 1994; Thomas, 2013).

VP + PO+ XP P+ PP . =F (4)
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Os coeficientes contidos na Eg. (4) podem ser expressos em fungdo do
espacamento da numeérica na direcdo x e y, repesctivamente h, e h,, conforme Eq. (5).

1 1 1 1

Aplicando a Eq. (4) em cada ponto do dominio discreto associado as respectivas
condicdes de contorno em cada ponto, pode-se chegar ao sistema algébrico final, como
expresso na Eq. (6).

[KHe}={F} (6)

Em que a matriz K é usualmente conhecida como matriz de rigidez e o vetor F e ¢ sdo
denominados respectivamente, sendo o vetor de carga e vetor de incognitas. Logo,
conhecidos os valores da funcdo tensdo, dado pela Eq. (6), pode determinar a tenséo de
cisalhamento em cada eixo por meio da Eq. (2) e Eq. (3).

3.2 Metodo dos Elementos de Contorno

O MEC é um método de natureza integral, que busca realizar a discretizacdo no
contorno do problema, acarretando em uma reducdo da dimensdo do problema. Para
facilitar a formulacdo do método, trabalha-se em notacdo tensorial. Inicia-se

multiplicando cada sentenca integral por uma funcdo auxiliar u*, onde a Eq. (7) é
conhecida como formulacéo integral forte (Wrobel, 2002).

_[;éiiu*dQ = I Fu'dQ (7

Onde a fungéo auxiliar € conhecida como solucdo fundamental de Laplace, posta pela
Eqg. (8).

u(£ X) :_%m (& X) ®)

O tratamento do termo da esquerda ou termo difusivo da Eqg. (7) ja é difundido na
literatura, vide Brebbia (2012). Logo, tem-se a Eq. (9).

c(&)P(€) + [ (¢a” -qu)dT = [F(X)u'dQ. 9)
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Com o termo difusivo plenamente tratado, entdo, deve-se direcionar o foco para o
tratamento da sentenca integral associado ao termo fonte. Para tal termo, existe algumas
técnicas j& apresentadas na literatura, para este trabalho adota-se o tensor de Galerkin.

G;=U (10)

O tensor de Galerkin, posto na Eq. (10), é constituido pelo operador Laplaciano e
a solucdo fundamental do problema. Entéo, aplica-se a Eq. (10) em Eg. (9), tem-se a
Eq.(11).

c(&)(&E)+ [ (#9” -qu T = [ (FG;) mdQ- [ F,GidQ (11)

Como o termo fonte € uma constante, uma sentenca integral se anula e a Eq. (11)
pode ser expressa pela Eq. (12), onde todas as sentencas integrais matematicas entao
contidas no contorno.

c(E)p(&) + [ (pu” -ag )T = [ FGindT (12)

Reorganizando os termos e escrevendo cada sentenga na forma integral, chega-
se em um sistema de equacBes. Note que, o método dos elementos de contorno
determina paralelamente tanto o potencial como fluxo.

[HH#}+[GHak={F} (13)

Onde, na Eg. (13), H e G sdo matrizes de coeficientes e os vetores F, ¢ e g ¢
respectivamente, o vetor de acOes, vetor de potenciais e de derivadas a determinar.
Observe que, diferentemente o método de diferencas finitas, o MEC determina
diretamente a fungéo tensdo e as tensdes de cisalhamento associadas.

4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Os resultados baseiam-se na solugdo do problema de torcdo de barra de secédo
retangular via método das diferencas finitas e elementos de contorno. Como o presente
trabalho ndo visa uma aplicacdo em escala de projeto de engenharia adota-se 0s
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parametros geometricos e fisicos sendo unitarios. Inicialmente, realiza-se uma analise
em relacdo a validacdo numérica dos métodos, conforme Figura 3.
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Figura 3. Performance numérica do MDF e MEC

Fonte: Acervo Pessoal

Considere para requisitos de calculo de erro médio somente os pontos contidos no
contorno, onde ocorre as maiores tensdes de cisalhamento. Note que, ambos os métodos
apresentam um bom desempenho com um comportamento decrescente com o0
refinamento da malha. Observa-se ainda, que o MDF necessita de um refinamento
maior para atingir um erro na mesma ordem de grandeza do MEC.

Para este problema de tor¢do de barras, vale destacar um fato em relagdo ao
comportamento da solugdo analitica, onde tanta a solucdo da funcdo tensdo de Prandtl
como as tensBes de cisalhamento sdo constituidas por uma série infinita de contador
impar. Na Figura 4, apresenta-se uma analise da influéncia dos termos da série na
solucgéo do problema.
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(a) (b)
Figura 4. (a) Erro em relacao aos termos da série na solucéo de ¢ (b) Estimativa da influéncia dos
termos da série na solucéo analitica de t,, na extremidade da se¢éo

Fonte: Acervo Pessoal

Na Figura 4a, estima-se 0 erro com 0 aumento dos termos da série na solucdo da
fungéo tensdo, para valores contidos na linha de centro da secdo, observa-se como a
solugé@o converge para 0s mesmos resultados. Em relacdo a tensdo de cisalhamento na
face extrema da secéo, a Figura 4b evidencia que tal solugdo necessita de mais termos
para uma boa aderéncia.

Com os comportamentos numéricos e analiticos bem postos, pode-se realizar um
detalhamento do problema. E comum em projetos e dimensionamentos de engenharia
determinar valores maximos de grandezas, a fim de garantir critérios Ultimos e de
servico. Desta maneira, busca-se estimar o valor da tensdo de cisalhamento méxima na
secdo transversal, como mostra a Figura 5.
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Figura 5. Aproximacéao via MDF e MEC da tensdo maxima na se¢éo

Fonte: Acervo Pessoal

Perceba que o método dos elementos de contorno atinge valores satisfatorios para
malhas com pouco refinamento, em detrimento ao método de diferencas finitas que
necessita de um maior desempenho computacional para atingir resultados parelhos. Na
Figura 4b, mostra-se o perfil parabdlico na face extrema da secéo, contudo, no interior
na secdo transversal, o perfil de tenséo varia conforme a posi¢do, como mostra a Figura
6.
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Figura 6. Perfil de tenséo cisalhante no plano zy

Fonte: Acervo Pessoal

Devido considerar uma secdo unitéria, os valores sdo iguais para as tensdes de
cisalhamento ZX e ZY, alterando somente o eixo de aplicacdo de tais. Por tal fato, o
perfil de tensdo assume o formato apresentado na Figura 6, onde tende a nulidade
quando préximo a borda da secdo e aos valores maximo préximo ao centro. Na Figura
7, exibe-se 0 comportamento do campo provido da funcdo tensdo e das tensbes
cisalhamento.

1

09
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Figura 7. (a) Funcéo tensdo de Prandtl, (b) Tensao de cisalhamento ZX, (c) Tensé&o de
cisalhamento ZY

Fonte: Acervo Pessoal

A solucdo da Eq. (1) € ilustrada na Figura 7a que representa um campo de uma
funcdo potencial, onde pode-se verificar a concordancia do comportamento
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correlacionado as condi¢des de contorno nulas em todas as bordas da se¢do. As tensdes
de cisalhamento ZX e ZY sao representadas na Figura 7b e 7c, respectivamente atendem
ao fato de ser nulas no eixo vertical e horizontal.

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 8. Distribuicdo de tenséo de cisalhamento resultante na se¢éo
Fonte: Acervo Pessoal

Para compreender o problema de forma mais global, determina-se as tensdes de
cisalhamento resultantes em cada ponto, como apresenta a Figura 8. Observa-se que nas
bordas sé existe uma tensdo associada com uma direcdo especifica. Nota-se ainda que
nos pontos de quina da secdo, a tensdo resultante é nula, pois as tensdes na superficie da
peca sdo nulas, como o cisalhamento ocorre em pares associados a planos
perpendiculares, em tal ponto ndo pode existir tensdo, como evidencia a Figura 8.

5 CONSIDERACOES FINAIS

No que se refere a quantificacdo da performance dos métodos numericos na solucao
do problema de tor¢do de barras de secdo retangular, tanto o método das diferencas
finitas como elementos de contorno apresentaram um bom desempenho associado ao
comportamento parelho com a solucdo de referéncia, em destaque, o MEC atinge
menores medidas de erros para malhas com pouco refinamento em relacdo ao MDF.
Desta maneira, para este problema evidencia-se que ambos 0s métodos permitir obter
respostas assertivas em relacdes as tensdes de cisalhamento e a funcéo tenséo.

Além do direcionamento numérico do problema, deve-se destacar ainda a vertente
de ensino, no que tange a estratégia de contextualizacdo didatica e modelagem
matematica, evidenciando como ferramentas e formas didaticas de transmissdo de
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conceitos despertam o senso de investigacdo dos discentes. Portanto, dos inumeros
caminhos para o aprimoramento do bindmio ensino-aprendizagem, o simples fato de
correlacionar os modelos matematicos com situacBes praticas expostas de forma
didatica auxiliam os discente na captacdo e estimulacéo do contetdo.
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