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RESUMO

O relatério “Variantes e Alternativas ao Axioma da Escolha” apresenta os resultados da pesquisa
desenvolvida no Programa Institucional de Bolsas de Iniciacdo Cientifica da Universidade Federal do
Norte do Tocantins (PIBIC/UFNT), tendo como foco o estudo teérico do Axioma da Escolha (AC) e suas
formulagcbes equivalentes. A investigacdo teve como objetivo compreender a estrutura légica, as
implicagbes e as possiveis variantes do axioma, analisando em que contextos essas versdes
alternativas sdo suficientes para garantir resultados matematicos relevantes. O Axioma da Escolha
estabelece que, dada uma familia de conjuntos néo vazios, é possivel escolher um elemento de cada
conjunto, mesmo sem uma regra explicita de sele¢do. Apesar de seu papel essencial em diversos
teoremas da analise, algebra e topologia, 0 axioma gerou controvérsias histéricas por conduzir a
conclusdes contraintuitivas, como o paradoxo de Banach-Tars. A metodologia adotada baseou-se em
uma revisao bibliografica detalhada, tendo como principal referéncia a obra Axiom of Choice, de Horst
Herrlich, complementada por encontros semanais com o orientador para discussdo dos avancos e
andlise das demonstragfes. Foram estudadas equivaléncias classicas ao Axioma da Escolha, como o
Lema de Zorn, a Condicdo da Cadeia Maxima de Hausdorff, o Lema de Teichmiller—Tukey e a
existéncia de anticadeias maximas. As demonstracdes seguiram uma estrutura encadeada, mostrando
que cada formulacdo implica a seguinte até retornar ao enunciado original, o que evidenciou a
coeréncia e a interdependéncia entre os principios. Essa abordagem permitiu compreender que o
Axioma da Escolha ndo é uma proposi¢édo isolada, mas parte de um sistema l6gico consistente e
abrangente, fundamental para a construcdo da matematica moderna. O estudo proporcionou um
aprofundamento tedrico significativo e contribuiu para o desenvolvimento da capacidade analitica e
argumentativa da pesquisadora, reforcando a importancia dos fundamentos l6gicos na formacéo
matematica. De modo geral, a pesquisa destacou o valor da articulacdo entre teoria, pratica
investigativa e orientagdo académica, demonstrando que o estudo critico de axiomas fundamentais
promove nao apenas o entendimento técnico, mas também uma reflexao sobre a natureza e os limites
do conhecimento matematico.
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I.  INTRODUCAO

Este relatorio apresenta o desenvolvimento da pesquisa intitulada Variantes e
Alternativas ao Axioma da Escolha, conduzida no ambito do Programa Institucional de
Bolsas de Iniciacdo Cientifica da Universidade Federal do Norte do Tocantins
(PIBIC/UFNT). O estudo se insere no campo da teoria dos conjuntos e busca explorar
as diferentes formulacdes, implicagdes e limitacbes do Axioma da Escolha (AC), um
dos principios fundamentais da matemética.

O Axioma da Escolha estabelece que, dado qualquer conjunto de conjuntos
nao vazios, € possivel escolher um elemento de cada um deles, mesmo sem uma
regra explicita de sele¢do. Esse principio tem amplas implicacdes na matematica,
sendo essencial na demonstracdo de diversos teoremas da analise, algebra e
topologia. Entretanto, sua aceitacdo nem sempre foi consensual, pois ele leva a
resultados que desafiam a intuicdo matematica, como a constru¢cdo do conjunto de
Vitali e o paradoxo de BanachTars.

Essas controvérsias motivaram a busca por variantes mais fracas ou
alternativas ao AC, permitindo a obtencdo de resultados equivalentes sem a
necessidade de sua formulacdo completa. Ao longo da histéria, matematicos
desenvolveram diversas proposi¢cdes equivalentes ao Axioma da Escolha, como o
Teorema de Zorn e 0 Lema de Zermelo, que sédo frequentemente utilizados em
demonstracdes matematicas. Além disso, investigacdes sobre o impacto da aceitacédo
ou rejeicdo do AC resultaram no desenvolvimento de diferentes sistemas axiomaticos,
como a Teoria dos Conjuntos de Zermelo-Frankelsem.

A distincdo entre essas abordagens tem implicacbes profundas para areas
como a teoria dos nimeros, a légica matematica e a topologia. Diante desse contexto,
este projeto tem como objetivo explorar as diversas formulacbes do Axioma da
Escolha e suas variantes, analisando seu impacto sobre resultados classicos da
matematica. Para isso, sera realizada uma revisao bibliografica detalhada, seguida de
um estudo sobre situacdes especificas em que o AC pode ser substituido ou
dispensado. Pretende-se investigar, por exemplo, a relacao entre o AC e o Teorema
de Zorn, bem como avaliar teoremas em que sua aplicacéo € considerada essencial.

Aléem do aprofundamento teorico, esta pesquisa busca contribuir para a
disseminagédo do conhecimento sobre os fundamentos da matematica pura,

promovendo reflexdes sobre a importadncia dos axiomas e sua influéncia no



desenvolvimento matematico. Ao longo do estudo, serdo analisadas diferentes
abordagens matematicas, considerando as implicacdes l6gicas e estruturais do uso
do Axioma da Escolha, permitindo uma visdo mais ampla sobre suas consequéncias

na teoria dos conjuntos e ha matematica em geral.

Il.  BASE TEORICA

A base tedrica da pesquisa fundamenta-se na teoria dos conjuntos e na logica
matematica, areas que sustentam o estudo dos principios axiomaticos que estruturam
a matematica moderna. O ponto central € o Axioma da Escolha (AC), introduzido por
Ernst Zermelo em 1904, que afirma a possibilidade de selecionar um elemento de
cada conjunto em uma familia de conjuntos ndo vazios, mesmo na auséncia de uma
regra explicita de escolha. Esse axioma é essencial para muitas construcdes e de-
monstracdes matematicas, mas também é fonte de controvérsias filosoficas devido a
implicagdes ndo construtivas, como o paradoxo de Banach—Tarski.

Entre as principais referéncias teoricas utilizadas esté a obra “Axiom of Choice”,
de Horst Herrlich (2006), que apresenta uma sistematizacdo detalhada das variantes
e equivaléncias do axioma, como o Teorema de Zorn, a Condicédo da Cadeia Maxima
de Hausdorff, o Lema de Teichmiller—Tukey e a existéncia de anticadeias maximas.
A partir dessa base, a pesquisa explora o encadeamento légico entre essas formula-
cOes, demonstrando que todas sdo equivalentes ao Axioma da Escolha dentro do sis-
tema de Zermelo—Fraenkel (ZF).

Outras referéncias relevantes incluem Daniel J. Velleman (2019), com How to
Prove It: A Structured Approach, que fornece fundamentos sobre técnicas de demons-
tracdo e raciocinio l6gico; John Stillwell (2010), em Roads to Infinity, que discute o
papel dos axiomas na construcdo da matematica infinita; e Damir D. Dzhafarov e Carl
Mummert (2022), em Reverse Mathematics, que analisa o poder légico de axiomas
em diferentes sistemas formais.

Essa base tedrica permitiu compreender como o Axioma da Escolha e suas
variantes operam como pilares estruturantes da matematica, garantindo a existéncia
de objetos e resultados que ndo podem ser obtidos apenas por métodos construtivos.
Assim, o estudo articula aspectos historicos, formais e l6gicos, promovendo uma viséo
abrangente sobre o papel dos axiomas e sua influéncia na coeréncia e completude da

teoria matematica contemporanea.



. OBJETIVOS

1. Objetivos Gerais:
O objetivo geral deste plano de trabalho consiste em explorar variantes mais fracas
do Axioma da Escolha e discutir em que contextos essas variantes séo suficientes ou
necessarias.

2. Objetivos Especificos:

 ganhar familiaridade com a aplicagao do Axioma da Escolha;

 definir matematicamente os pré-requisitos subjacentes as aplicacdes do
Axioma da Escolha;

* provar um teorema em que o axioma da escolha foi utilizado implicitamente;

* provar um teorema cuja utilizagdo do axioma da escolha é desnecessaria;

* estudar outras variantes do axioma da escolha;

* escrever pelo menos um white paper (artigo cientifico resumido) contendo os

resultados da pesquisa.

IV. METODOLOGIA

A metodologia consistiu em uma revisédo bibliografica aprofundada sobre o
Axioma da Escolha e suas equivaléncias, tendo como principal referéncia a obra
Axiom of Choice, de Horst Herrlich (2006). Foram selecionadas as principais
formulacdes relacionadas ao axioma — como o Lema de Zorn, a Condicdo da Cadeia
Méaxima de Hausdorff, o Lema de Teichmiller—Tukey e a existéncia de anticadeias
maximas — e desenvolvidas suas demonstracdes de forma encadeada, evidenciando
as implicacOes entre elas. O trabalho foi acompanhado por orientacbes semanais, nas
quais foram discutidos os avancos, analisadas as demonstracfes e feitos ajustes
tedricos e logicos, garantindo rigor, coeréncia e clareza ao desenvolvimento da

pesquisa.

V. RESULTADOS E DISCUSSAO
Equivaléncias do Axioma da Escolha
1 - 2: O AC implica na condicdo de Cadeia Maxima
1. Seja (P,<) um POSET. Consideremos o conjunto das cadeias de P, ordenado

por incluséo.



2. Aplicando o0 AC, podemos selecionar sucessivamente cadeias maiores até que
nao seja possivel ampliar
3. Assim, obtemos uma cadeia maximal em P, i.e. uma anticadeia que ndo pode

ser estritamente contida em nenhuma outra.

2 — 3: Condicdo de Cadeia Maxima (MCC) implica no Lema de Zorn
Seja (P,<) um POSET em que toda cadeira possui uma cota superior
Pela MCC, existe uma cadeia maximal C em P.

Seja m uma cota superior em C.

A

Suponha, por absurdo que m ndo seja um elemento maximal. Existe um
elemento x € P | m < x.

5. Entdo, podemos adicionar X a cadeia C, obtendo C U {x}, que é uma cadeia
maior, contradizendo a maximalidade de C.

~ m é um elemento maximal em P; provando o Lema de Zorn.

3 — 4: Lema de Zorn implica no teorema Teicmuller-Tukey
1. Seja F uma familia de subconjuntos de um conjunto X, PO pela inclusdo, onde
toda cadeia tem uma cota superior.
2. Pelo Lema de Zorn, existe um elemento maximal em F, i.e., um subconjunto
MeF|ANeFcomMcN.
~ provamos o Lema de TT, que garante a existéncia de elementos maximais em

familias parcialmente ordenadas pela incluséo.

4 — 5: Do Lemade TT para a existéncia de uma anticadeia
1. Seja (P, <) um par ordenado. Definimos o conjunto de todas as anticadeias de
P ordenadas por incluséao.
2. A unido de uma cadeia de anticadeias € novamente uma anticadeia, pois a
propriedade de que nenhum par de elementos € comparavel entre é preservada.
3. Aplicando o Lema de TT, existe uma anticadeia maximal em P, i.e., uma
anticadeia ndo pode ser estritamente ampliada mantendo a propriedade de ser

anticadeia.

5 — 1: Anticadeia maximal implica no AC



1. Dada uma familia {X};¢; de conjuntos ndo vazios, definimos o conjunto das
funcBes de escolhas parciais, ou seja, fungcdes f cujo dominio é um
subconjunto de I | (f)i € X; para cada i no dominio de f.

2. Ordenamos essas funcdes pela relagdo de extensdo, ie., f<g se f é
subconjunto é subconjunto de g (g estende f).

3. As funcgdes cuja imagem em dois dominios diferentes seriam contraditorias
pois sdo incomparaveis, formando uma anticadeia maximal se essa funcéo
para todo i € I, entdo poderiamos adicionar um novo par (i,x) (onde x € X;)
sem quebrar a propriedade, contradizendo a maximalidade.
~ a funcao precisa estar definida em todo I, o que é exatamente uma funcéo

escolha total.

VI. CONCLUSAO

A pesquisa realizada em torno do Axioma da Escolha permitiu compreender de
maneira mais aprofundada a relevancia desse principio l6gico dentro da matemética
e suas diversas formulacdes equivalentes. O estudo mostrou que, embora o0 axioma
em si seja frequentemente visto como um postulado abstrato, suas consequéncias
permeiam diferentes areas, garantindo a possibilidade de demonstrar resultados que
seriam inatingiveis sem sua aceitagao.

O desenvolvimento das demonstracdes em cadeia, estabelecendo que cada
formulacdo implica a seguinte até retornar a proposicdo inicial, evidenciou a
consisténcia e a interdependéncia entre os enunciados, consolidando a ideia de que
o Axioma da Escolha ndo € uma afirmacéo isolada, mas parte de um sistema robusto
de equivaléncias matematicas. Outro aspecto de destaque foi o processo
metodolégico adotado, que combinou estudo individual, leitura critica da obra de
Herrlich (2006) e reuniGes semanais com a orientadora. Esses encontros ndo apenas
orientaram a construcao légica das demonstragcdes, como também possibilitaram um
espaco de dialogo e reflexdo, no qual duavidas foram esclarecidas e diferentes
perspectivas puderam ser discutidas.

Esse movimento colaborativo enrigueceu a pesquisa e contribuiu para o
amadurecimento académico da pesquisadora. De modo geral, os resultados
alcancados reforgam a importancia de estudar o Axioma da Escolha ndo apenas como

uma ferramenta técnica, mas também como um elemento que promove reflexdes mais



amplas sobre os fundamentos da matematica. A experiéncia adquirida durante a
pesquisa demonstra que a articulagdo entre teoria, orientacao e pratica investigativa
€ essencial para a formacéo critica e rigorosa no campo da matematica, apontando

caminhos para futuras investigacdes em ldgica e teoria dos conjuntos.
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