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Resumo: O tragado dos diagramas dos esforgos solicitantes (for¢ca cortante e momento fletor) de uma
viga com varias cargas atuando sobre ela, requer que mesma seja dividida em varios trechos ou regides,
para obter-se as expressdes analiticas dos esforgos solicitantes em cada um desses trechos, devido a
existéncia de descontinuidades provocadas pelas cargas, o que torna seu calculo consideravelmente
trabalhoso. Para determinar as equagdes da fecha e da declividade pelo método de Integragéo Direta,
o calculo se torna ainda mais trabalhoso devido a que para cada trecho da viga sédo obtidas duas
constantes de integracao, decorrentes da aplicagdo do método, e a determinagdo dessas constantes
requer um numero igual de equagbes que deverao expressar a continuidade das flechas e declividades,
bem como as condi¢des de contorno dos vinculos da viga. O presente trabalho propde uma alternativa
para minimizar esse tipo de problemas utilizando-se operadores matematicos, conhecidos como
fungdes de descontinuidade, os quais permitem escrever as equagoes dos esforgos solicitantes de uma
viga com varios carregamentos, utilizando-se uma Unica expressao que podera ser aplicada a todos os
trechos da viga, e no caso dos deslocamentos, dispensa a aplicagdo das condi¢des de igualdade em
pontos comuns a dois trechos consecutivos, sendo apenas suficiente a aplicagdo das condicdes de
contorno dos vinculos da viga, simplificando enormemente o seu calculo e tornando-se bastante
apropriada para sua implementagcdo por meio de programao computacional. Para provar a eficiéncia
da utilizagdo de fungdes de descontinuidade, sédo realizados exemplos para comparar os resultados
com os obtidos por métodos tradicionais.

Palavras-chave: Método de Clebsch. Fungdes de Macaulay.

Introdugao

No tragcado dos diagramas dos esforgos solicitantes de uma viga (forga
cortante e momento fletor) sao utilizadas expressdes algébricas provenientes do seu
carregamento, as quais podem ser utilizadas também para outros calculos como a
energia de deformacéao e a linha elastica da mesma. Quando se trata de uma carga
distribuida continua ao longo de toda a viga (figura 1, a), as expressdes analiticas dos
esforgos solicitantes sao facilmente determinadas devido a inexisténcia de
descontinuidade no carregamento. Entretanto, se varias outras cargas atuam sobre a
viga (figura 2), esta fica dividida em varios trechos ou regides, sendo necessario entao,
obter as expressodes analiticas dos esforgos solicitantes para cada um desses trechos

da viga, devido a existéncia de descontinuidades no carregamento, o que torna seu

calculo consideravelmente trabalhoso.
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Figura 1- a) Viga com carga distribuida w(x) continua

b) Elemento diferencial da viga
Considerando-se em equilibrio o elemento diferencial Ax da viga (Figura 1, b),
o qual esta submetido a uma carga distribuida continua w(x), podem ser obtidas as
relagbes diferenciais que existem entre a carga w(x), a for¢ca cortante V(x) e o

momento fletor M(x), que sao:
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Figura 2- Viga com varios carregamentos

Considerando-se agora uma viga, com varios tipos de cargas que dividem a
mesma em quatro trechos ou regides distintas (Figura 2), nas quais as equagdes da

forga cortante e do momento fletor tém, respectivamente, as seguintes expressoes:

Qx) =V, para0 <x <a (3)

M(x) = Vyx para0 <x <a (4)




Qx) =V, paraa<x<b (5)

M(x) = Vyx — M, paraa<x<b (6)
Qx)=V,—P parab<x<c (7)
M(x) = Vyx — My — Px parab<x<c (8)
Qx)=V,—P—-w(x—c) parac<x <L 9)
M(x)=VAx—M0—Px—%(x—c)2 parac<x <L (10)

Com as expressdes (3), (5), (7) e (9) e as expressoes (4), (6), (8) e (10) podem
ser tracados de forma exata, os diagramas da forga cortante e momento fletor,
respectivamente. Pode-se perceber que, para um numero maior de cargas, o tragado
dos diagramas dos esforgos solicitantes ira se tornar cada vez mais trabalhoso.

Na determinagao das flechas e declividades ao longo de uma viga, utilizando
o método de Integracao Direta, o calculo se torna ainda mais trabalhoso e demorado
quando a viga esta dividida em varios trechos, pois a equagdo da linha elastica é
representada por uma equacao diferencial de segunda ordem (Craing, 2003):

d’y _ M)

dx?2  EI (1)

Sendo: E 0 moédulo de elasticidade longitudinal e | o momento de inércia da

area da secéo transversal.

Integrando-se a equagao (11), tem-se:

El% = [M(x)dx + C, (12)
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Figura 3 — Flecha y(x) e declividade 6(x) em um ponto Q(x,y)




Sendo que 4(x) (Figura 3), € o angulo que a tangente a curva elastica no

ponto Q(x,y) forma com a horizontal, ou seja:

Z—i =tanf(x) = 6(x) (13)

Desta forma, a equacao (12) fica:

EIO(x) = [ M(x)dx + C, (14)
Integrando-se mais uma vez a equacéo (11), tem-se:

Ely(x) = [[[ M(x)dx + C;] dx + C, (15)

Desta forma, as equacgdes (14) e (15) permitem calcular os deslocamentos
(declividades e flechas, respectivamente) em qualquer ponto de uma viga.

Pode-se verificar que para cada trecho da viga sao obtidas duas constantes
de integracdo, decorrentes da aplicagdo do método. A determinagdo dessas
constantes requer um numero igual de equacbes que deverdo expressar a
continuidade das flechas e declividades, bem como as condicbes de contorno dos

vinculos da viga.

A solugdo para problemas desse tipo pode ser minimizada utilizando-se
operadores matematicos conhecidos como funcbes de descontinuidade, os quais
permitem escrever os esforgos solicitantes de uma viga com varios carregamentos,
utilizando-se uma unica expressao que podera ser aplicada a todos os trechos ao
longo da viga.

O presente trabalho propée uma alternativa com a qual podem-se expressar
as equacbes dos esforgos solicitantes atuantes em cada trecho, por uma unica

expressao, utilizando-se operadores matematicos, conhecidos como fungbes de

descontinuidade ou fungdes singulares, as quais podem ser utilizadas também na




determinacdo de flechas e declividades ao longo de uma viga, simplificando

enormemente o seu calculo.

As fungdes de descontinuidade, originalmente foram introduzidas e
desenvolvidas pelo matematico alemé&o A. Clebsch (1833-1872) (Riley et ali., 2003) e
tem relagdo com a fungéo de passo unitario usada pelo fisico britanico O. Heaviside
(1850-1925) (POPOV,1978), quem estendeu os métodos de calculo operacional para
analisar a resposta momentanea de circuitos elétricos. Todavia, € dado o crédito ao
matematico e engenheiro inglés W. H. Macaulay (1853-1936) (Beer et ali., 2006) pela

introducédo das fungdes singulares aos problemas de vigas, utilizando os colchetes

( > geralmente chamados de colchetes de Macaulay.

Neste trabalho, as fungbes de descontinuidade ou fungdes singulares séo
utilizadas para determinar as equacgoes dos esforgos solicitantes, representados por
uma unica equacgao, que podera ser aplicada a todos os trechos ao longo da viga,
para o tragado dos seus respectivos diagramas. Por consequéncia, no tragcado dos
diagramas dos deslocamentos (flechas e declividades), fica eliminada a necessidade
da aplicagdo das condigbes de igualdade em pontos comuns a dois trechos
consecutivos, sendo apenas suficiente a aplicacdo das condigdes de contorno dos

vinculos da viga.

Para um nuamero inteiro n (positivo ou negativo) (Ribbeler,2010), uma fungao

singular de x é definida como:

. |0 para x <a
(x-a)' =1 (16)
(x —a) para X > a
Para n=0, tem-se:
o |0 para x <a
<x - a> = (17)
1 para x > a

Os graficos das fungdes singulares correspondentes, respectivamente, para

n=0, n=1 e n=2, sdo representados na figura 4.
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Figura 4 — Graficos de fungdes singulares

Destas definicbes de fungdes singulares, pode-se concluir que:

n+l
I{x—a}“dx=<xr:—j>1+c para n>0 (18)
di<x - a>n = n<x - a>m1 para n>1 (19)
X

Nas Figuras 5, 6, 7 e 8, sdo apresentadas, o carregamento e os diagramas da
Forga Cortante e o Momento Fletor, para carga momento, carga concentrada, carga
uniformemente distribuida e carga linearmente distribuida, com suas respectivas

expressdes matematicas utilizando-se as fungdes de descontinuidade.

Carregamento Forga Cortante Momento Fletor
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Figura 5 — Carga momento Mo

Carregamento Forcga Cortante Momento Fletor
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Figura 6 — Carga concentrada P




Carregamento Forga Cortante Momento Fletor
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Figura 7 — Carga uniformemente distribuida wo

Carregamento Forga Cortante Momento Fletor
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Figura 8 — Carga linearmente distribuida com inclinagao k

Para provar a eficiéncia da utilizagao de fungbes de descontinuidade, a seguir

sao apresentados exemplos para comparar os resultados com os obtidos por métodos
tradicionais.

Exemplo 1: Determinar as equagdes dos esforgos solicitantes da viga da figura 2,

utilizando-se as fung¢des de descontinuidade.

Assim, as quatro equacgdes (3, 5, 7 e 9) escritas anteriormente para a forga

cortante, podem ser representadas por uma unica equagao da seguinte forma:

Q(x) = Valx — 0)° — Mg (x — a)™' —P(x —b)° — w(x —c) (20)

No caso do momento fletor, representada pelas equacdes 4, 6, 8 e 10, fica:

M(x) =VA(x—O)1—Mo(x—a)o—P(x—b)l—%(x—c)2 (21)




Exemplo 2: Determinar as equagdes dos esforcos solicitantes da viga da figura 9, da

forma tradicional e utilizando-se as fungdes de descontinuidade.

Wo
C B
A A Y
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VA VB

Figura 9 — Viga com carga uniformemente distribuida wo

A viga esta composta por dois trechos, AC e CB. Aplicando-se as equagbes

de equilibrio, obtém-se a reagéo de apoio Va:

YMp=0- woa (%) —V,(2a)=0- Vy = %Woa (22)
Wga W.;;[X'ﬂll
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Figura 10 — Carga uniformemente distribuida wo

Para o trecho AC (Figura 10.b), obtém-se a partir do equilibrio, as equagdes

da forga cortante e o momento fletor, respectivamente:

Vi(x) = %Woa M;(x) = %Woax (23)
Da mesma forma, para o trecho CB (Figura 10.c), tem-se a partir do equilibrio:
V,(x) = iwoa —wo(x —a) M,(x) = iwoax — %WO(X —a)?  (24)
Utilizando as fungdes de descontinuidade, a carga fica representada por:

w(x) = =V {x — 0)"1 + wo(x — a)® — Vg{x — 2a)~? (25)

A forga cortante e o momento fletor podem ser obtidos pela integracéo da

carga utilizando-se as equacgdes 1 e 2, respectivamente, isto é:




V(x) = — [y w@)dx = Va(x — 0)° — wo(x — a)! + Vp(x — 2a)° + C; (26)

M(x) = fox V(x)dx = Vy(x — 0)1 — %(x — a0 +Vg{x—2a)t +Cix+C, (27)

Para V(0)=0 e M(0)=0, obtém-se, C1=0 e C2=0, e para V(2a*)=0 e M(2a)=0,

~ 1 3 . . .
obtém-se V, = ZWoa €. Vg = > Woa logo de forma simplificada fica:

V(x) = zwoafx — 0)° — wo(x — a)! (28)
M(x) = iwoa(x —0)! — %(x —a)° (29)

Exemplo 3: Determinar as equagdes dos esforgos solicitantes da viga da figura 11,

utilizando-se as fung¢des de descontinuidade.
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Figura 11 — Carga uniformemente distribuida wo

Neste caso, quando a carga distribuida atua apenas parcialmente na viga,

pode-se recorrer ao artificio apresentado na figura 12.

T
R = -

Figura 12 — Carga uniformemente distribuida wo

Desta forma, a equacéao da carga é dada por:

w(x) = =V {x — 0)"1 + wo(x — a)® — wy({x — b)° (30)




A forga cortante e o momento fletor, podem ser obtidos aplicando-se as

equacodes 1 e 2 respectivamente:
V(x) = Vy{x — 0)° — wo(x — a)t + wy(x — b)? (31)

M(x) = Va(x — 0)! = Zwo(x — a)? + S wo(x — b)? (32)

Pode-se observar que, uma vez conhecidos os mecanismos que envolvem as
fungdes de singularidade, a determinagdo das equagdes e consequentemente o
tracado dos diagramas dos esforgos solicitantes tornam-se bastante simples.
Determinando-se equagao do momento fletor com a metodologia apresentada, os
diagramas das flechas e declividades ao logo de uma viga podem ser tragados
aplicando-se as equacgdes 14 e15. Pode-se observar também que, a utilizacdo das
funcdes de descontinuidade no tragado de diagramas dos esforgos solicitantes e dos
deslocamentos de uma viga, é bastante apropriada para sua implementagéao por meio
de programao computacional.
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