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Resumo: Os elastdbmeros séo, atualmente, muito utilizados em diversos setores
industriais devido a sua elevada capacidade de deformacdo e amortecimento, alta
flexibilidade e resiliéncia, além de uma oOtima recuperacdo elastica. Suas relacdes
constitutivas sdo altamente ndo-lineares e caracterizadas por fungdes de energia de
deformacdo que devem ser definidas através de dados de ensaios experimentais, sendo
estes modelos tratados como hiperelasticos. Na literatura sdo encontrados diversos
modelos constitutivos desenvolvidos de forma a tentar aproximar ao maximo possivel as
curvas experimentais de tensdo-deformacdo dos elastbmeros, quando submetidos a
diferentes tipos de esforgos mecanicos. Assim, com o intuito de entender e caracterizar a
atuacdo de uma determinada borracha natural vulcanizada com dureza de
aproximadamente 50 shore, o presente trabalho busca submeter um conjunto de corpos
de prova ao modo uniaxial de deformacdo e caracteriza-lo para este modo através dos
principais modelos constitutivos encontrados na literatura e disponiveis em softwares
comerciais de simulacdo através do Método dos Elementos Finitos (MEF). Os principais
modelos testados foram: Neo-Hooke, Mooney-Rivlin, Ogden, Yeoh, Polinomial e
Arruda-Boyce. Para isso, 0s ensaios uniaxiais foram realizados para a extracao das curvas
de tensdo-deformacéo do elastdmero segundo a norma ASTM D412, e o ajuste de curvas
para a definicdo das constantes dos modelos constitutivos analisados foi feito através do
Método dos Minimos Quadrados (MMQ). A implementacdo do modelo numérico
desenvolvido foi realizada através do software de simulacio computacional Abaqus®. A
partir dos resultados obtidos foi possivel comparar o comportamento de tenséo-
deformacéo para cada modelo constitutivo analisado e sua validac&o foi realizada atraves
dos ensaios experimentais realizados, onde se atingiram niveis de deformacao na ordem
de 500%.

Palavras chaves: elastdmeros; leis constitutivas; hiperelasticidade; método dos
elementos finitos.
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Abstract: Elastomers are currently widely used in many industrial sectors due to their
high deformation and damping capacity, high flexibility and resilience, in addition to an
excellent elastic recovery. Their constitutive relations are highly non-linear and
characterized by strain energy functions that must be defined by experimental data, where
these models are treated as hyperelastic. In the literature several constitutive models can
be found and developed in order to try to approximate as much as possible the
experimental stress-strain curves of the rubber-like materials when submitted to different
types of mechanical loads. Thus, in order to understand and characterize the performance
of a particular vulcanized natural rubber with a hardness of approximately 50 shore, the
present work seeks to submit a set of samples to the uniaxial deformation mode and
characterize it for this mode through the main constitutive models found in the literature
and available in the commercial simulation softwares through the Finite Element Method
(FEM). The main tested models were: Neo-Hooke, Mooney-Rivlin, Ogden, Yeoh,
Polynomial and Arruda-Boyce. For this purpose, the uniaxial tests were performed in
order to obtain the rubber stress-strain curves according to ASTM D412, and the curves
adjustment for the constants definition of the constitutive models analyzed was done
through the Least Squares Method (LSM). The implementation of the numerical model
was developed through the Abaqus® computer simulation software. From the obtained
results it was possible to compare the behavior of the stress-strain curves for each
constitutive model analyzed and its validation was carried out through the obtained
experimental data, where deformation levels of 500% were reached.

Keywords: elastomers; constitutive laws; hiperelasticity; finite element method.
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1 INTRODUCAO

Os elastomeros sdo muito utilizados na atualidade em diversos setores industriais,
devido a sua elevada capacidade de deformacgédo com baixas deformagdes permanentes ou
fraturas, alta elasticidade e resiliéncia, baixo desperdicio de matéria-prima em sua
producdo, além de uma Otima recuperacdo elastica. Devido a sua grande importancia,
torna-se imprescindivel compreender o comportamento destes materiais, possibilitando a
predicdo do seu comportamento mecanico e um maior controle de qualidade do material.

Devido & grande inconstancia de resultados obtidos através de diferentes estados de
deformacédo e a grande sensibilidade da borracha aos parametros de ensaio e ao ambiente
em que estd submetida, varios modelos constitutivos hiperelasticos foram desenvolvidos
para tentar caracterizar o comportamento dos elastdmeros, quando submetidos a
diferentes tipos de esforgos mecénicos, baseados em sua deformacéo (ALI, 2010).

Em 1940, Mooney prop6s um modelo com dependéncia linear do primeiro e segundo
invariante de deformacdo, formulado a partir da concepgéo polinomial. O modelo Neo-
Hookeano, desenvolvido por Treloar (1943), € dependente apenas do primeiro invariante
de deformagdo, consistindo em uma parcela do modelo de Mooney (1940). Rivlin e
Saunders (1951), propuseram um novo modelo, a partir das expressdes de energia de
deformacédo ja desenvolvidas, baseado nos invariantes I, e I,, conhecido como Mooney-
Rivlin, sendo este, um dos modelos hiperelasticos classicos e mais conhecidos devido a
sua simplicidade.

Um modelo fenomenoldgico onde o funcional energia de deformacdo é baseado
diretamente nos alongamentos principais (1) foi proposto por Ogden (1972). Este, foi
conhecido como um dos modelos de maior potencial na caracterizacdo de materiais
hiperelasticos, porem deve-se ter cautela quando os dados de ensaio sdo limitados.

Yeoh (1990) propés um modelo de forma polinomial correspondente a uma forma
truncada do modelo de Mooney- Rivlin, que posteriormente foi modificado através da
adicdo de um termo exponencial, de modo a aumentar a precisdo dos ajustes para
pequenas deformacoes.

Em 1993, um modelo micromecanico com poténcias de alta ordem de I, foi proposto
por Arruda e Boyce. Este modelo, muito conhecido como eight chain model, apresenta
boas predicdes para pequenos alongamentos de materiais submetidos a tragdo biaxial.

Existe uma série de outros modelos constitutivos que foram desenvolvidos ao longo
dos anos buscando uma correlagdo da caracteristica ndo-linear da curva de tenséo-
deformacéo dos elastdmeros, ja que a analise do comportamento para estes materiais é
extremamente complexa. Desta forma, o entendimento das relagdes constitutivas
hiperelésticas sdo essenciais para a simulagdo da solucdo de problemas reais de
engenharia envolvendo componentes elastoméricos.
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2 TEORIA DA HIPERELASTICIDADE

Segundo a teoria da mecénica dos meios continuos 0 movimento de um corpo €
descrito por x = y(X,t), onde x e X sdo os vetores de posi¢do do corpo em relagdo as
configuracdes de referéncia. O vetor de deslocamento infinitesimal na configuracdo de
inicial é identificado como dX. Apds sofrer deformacéo, origina-se o vetor dx para a
configuracdo deformada (MALVERN, 1969). A relacdo entre estes vetores infinitesimais
pode vir diretamente da regra da derivagédo de cadeia conforme a Eq. (1):

axi = iy (1)
ax,

A partir desta concepcdo, o tensor gradiente de deformacéo é representado pela Eq.

(2):

axi
Fy= ax; )

onde, 4; (i= 1, 2, 3) sdo os autovalores dos tensores elasticos e representam as
deformacdes principais. Dessa forma, através da teoria de decomposicéo polar obtém-se
o tensor de deformacéo de Cauchy-Green, onde 0s seus invariantes sdo representados pela

Eq. (3):
L=2+25+215 I, =225+ 305+ 231%; I3 = 252505 (3)

Portanto, a funcdo energia de um material incompressivel, isotropico e elastico pode
ser derivada como uma funcéo de I, I, € I3, ou até mesmo em termos das deformacdes
principais 14, 1, e A3 (OGDEN, 1984; VALANIS e LANDEL, 1967). Se a energia ¢ uma
funcdo simétrica em relacdo as deformac6es principais, ela pode ser escrita como:

W(/11:7Lz»7l3) = W(/12J1:A3) = W(A1»ﬂ3,/12) (4)

Os materiais conhecidos como hiperelasticos, elastdmeros, sdo descritos atraves do
funcional de energia densidade de deformacdo (W), que define a energia eléstica
armazenada no material por unidade de volume ndo deformado (relacionado a
configuracdo de referéncia), que é fungédo da deformacéo que o corpo sofre (ALI, 2010).
W pode ser representada como uma funcdo polinomial dos invariantes de deformagéo
como W = f (I,,1,,I3). Para materiais incompressiveis o tensor de Cauchy pode ser
descrito como na Equacéo (5) em fungéo dos alongamentos principais:

aizliZ—Z—p; sendoi = 1,2,3 (5)

onde p é um escalar indeterminado resultante da restri¢cdo de incompressibilidade.

Os modelos constitutivos hiperelasticos encontrados na literatura podem ser
divididos em modelos fenomenoldgicos e modelos micromecanicos. Os modelos
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fenomenoldgicos baseiam-se no comportamento que o material apresenta durante os
ensaios experimentais, dessa forma, as varidveis apresentadas em cada modelo sdo
ponderadas de acordo com a sua importancia para a caracterizagdo do processo de
deformacdo do material. Os modelos micromecanicos baseiam-se nas informacdes
quimicas do material, como tipo de ligagBes quimicas, comprimentos de cadeias e
variaveis termodinamicas (M ARCKMANN; VERRON, 2006).

A maioria dos modelos para elastdbmeros adotam a hipotese da incompressibilidade
ou quase incompressibilidade do material, diretamente relacionada ao modulo de
compressibilidade (K) (ALI, 2010). A funcdo potencial energia de deformacdo pode ser
dividida em duas partes, como representado na Eq. (6), sendo a primeira funcdo dos
invariantes I; e I, e as deformacdes (parcela desviatoria), e a segunda, funcdo do
invariante I; e 0 mddulo K (parcela hidrostatica).

W = f(ll'IZ) + g(K, 13, ) (6)

2.1 Modelos Constitutivos Hiperelasticos

Existem diversos modelos constitutivos com solucgdes desenvolvidas para materiais
hiperelasticos, porém neste estudo serdo abordados 0s modelos mais usuais e que se pode
encontrar  facilmente em softwares comerciais para simulagfes numeéricas
computacionais.

2.1.1 Polinomial

O modelo polinomial é fenomenoldgico, baseado no 1° e 2° invariantes de
deformacdo. Sua energia densidade de deformacéo € representada pela Eq. (7):

W = zlﬂ Gy =3) (I, — 3) + Z —(/ —1)% @)

k=1Dg

Cij e Dy sdo constantes do material, em que o primeiro descreve o comportamento
cisalhante do material e o segundo € a constante de compressibilidade. N é o numero de
termos para a funcdo energia de deformacdo e J € a relacdo entre os volumes da
configuracao inicial e deformada (ALI, 2010).

A Equacdo (8) representa a relagdo entre tensdo e deformacdo para o modo de
deformacdo uniaxial, através do ajuste pelo método dos minimos quadrados para o
modelo polinomial (SIMULIA, 2016).

oW  aw _ _
T =201 =23 ()L— + —); sendol, = 22+ 21~ el, = -2 + 22 ®)
or, " oL
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2.1.2 Mooney-Rivlin

A Equacédo (9) equivale ao modelo de Mooney-Rivlin (polinomial com N=1) e
apresenta 2 termos:

W = C10(11—3)+C(,1(12—3)+%(/—1)2 )

Os modelos constitutivos hiperelasticos mais utilizados sdo o de Mooney-Rivlin e de
Ogden. Suas principais desvantagens sdo o fato de serem necessarios 0s dados
experimentais para a caracterizacdo do material e o fato de ndo serem parametros
baseados em caracteristicas fisicas. Consequentemente os ajustes de curva do modelo se
tornam mais dificeis com o0 aumento de variaveis (BOL; REESE, 2003).

A Equacdo (10) representa a funcéo de ajuste pelo método dos minimos quadrados
para 0 modelo de Mooney-Rivlin de 2 termos.

T=z(a-£g(qo+§;) (10)

2.1.3 Neo-Hookeano

O modelo Neo-Hookeano é um caso particular do modelo de Rivlin de dois termos,
em que Cy; = 0 e C;o = 1/2, onde u é o mddulo de cisalhamento conforme a Eq. (11).

_H 1 2
W=sU-3)+50-1) (11)

Este modelo hiperelastico para elastdmeros é o mais simples ja desenvolvido para
casos em que os dados experimentais do material sdo insuficientes (ALI, 2010).

A Equacao (12) representa a funcdo de ajuste pelo método dos minimos quadrados
para 0 modelo Neo-Hookeano.

1
T:ﬂ@—ﬁ) (12)
2.14  Ogden

Ogden propde a energia de deformacdo baseada nas deformacGes principais
(A1, 4,5, A3) para materiais incompressiveis, assumindo que A1;4,4; =1 (CHANG et
al.,1991). O potencial de energia de deformagéo é relacionado de acordo com a Eq. (13):

N

N
Ca L a  a 1
W= B 545 4250 -3) + ) —( - D (13)
o =0

onde, as constantes u; e a; representam o comportamento cisalhante.
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A Equacdo (14) representa a funcéo de ajuste pelo método dos minimos quadrados
para o modelo de Ogden de 2 termos.

T=2 <u1 (A=t = 27 F1) 4y (29271 ,1‘%‘1)> (14)

2.15 Yeoh

O modelo de Yeoh (1990) apresenta bom desempenho para borrachas naturais, pois
usualmente ¢ aplicado para uma gama mais ampla de deformacdes e também € capaz de
prever o comportamento tensdo-deformacéo para diferentes modos de deformacéo a partir
de dados obtidos de um modo de deformacdo mais simples, como o modo uniaxial de
deformacdo (GHOSH et al., 2003). O emprego mais comum do modelo é a sua versao de
trés termos (N=3) conforme a Eq. (15).

N N
) 1 oK
W=;Cio(11—3) +Kz=1”_1<(]_1) (15)

A Equacdo (16) representa a funcéo de ajuste pelo método dos minimos quadrados
para o0 modelo de Yeoh de 2 termos.

T=2 (/1 - )L—lz) (C1o0 + 2C50 (1, — 3)) (16)

2.1.6 Arruda-Boyce

O modelo de Arruda e Boyce, micromecanico, € baseado em uma explicacdo de uma
rede de cadeias moleculares e é um caso particular de Yeoh com cinco termos (N=5) e
constantes pré-determinadas. A Eq. (17) apresenta a energia de deformacdo para este
modelo constitutivo:

N
Ci , ; . 1[%-1
W=#ZA%TL_2(’11—31)+5[ > —ln]l (17)
i=1

Neste caso, A, € um dado estatistico oriundo da analise micromecanica e representa
0 méximo alongamento que uma molécula permite. As constantes C; sdo derivadas da
expanséo de séeries de uma funcdo de Langevin inversa para 0 modelo de Arruda Boyce:

1 11 19 519

—_— = —_— = —" = —m---- 18
zo’C3 1050'C4 7050’C5 673750 (18)

1
Cl:z’ sz

A Equagéo (19) representa a funcdo de ajuste para o modelo de Arruda-Boyce.
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1\(1 114, 11 L,* 38 I3 519 I,*
T=2 (A——) —t——t ettt 19
SNV <2 10,2 ' 3504,% ' 35257, ' 134750 1,° (19)
2.2 Erro

Uma forma de verificar a qualidade dos ajustes de curva € calcular o erro relativo das
tensOes entre as solucdes tedricas e experimentais (SIMULIA, 2016). Este erro é definido
pela Eq. (20) para cada par de tensdo-deformacao (n) que constitui o ensaio:

ERRO = 2(1 — Tth jptesty? (20)
i=1

onde, T}t corresponde ao valor de tensdo obtido pelos testes experimentais e T:"
corresponde a tensdo tedrica obtida pelo ajuste de curva.

3 METODOLOGIA

3.1 Ensaios Mecanicos

A borracha natural que foi utilizada como objeto de estudo possui em sua composi¢éo
20% de negro de fumo e 3% de plastificante, com uma dureza de aproximadamente de
50 shore. Os corpos de prova foram fornecidos pela empresa Vibtech®. Os testes foram
realizados sob temperatura controlada de 23°C.

Ensaios uniaxiais (tracdo) sdo muito utilizados em elastbmeros, pois sao
relativamente simples quando comparado aos outros testes realizados para outros modos
de deformagdo. Em muitos casos, sdo interessantes para uma caracterizagdo experimental
prévia do comportamento do material, gerando respostas razoaveis quanto ao ajuste das
curvas propostas pelos modelos constitutivos em relacdo as curvas obtidas
experimentalmente. Desta forma este trabalho terd como foco principal a analise do
comportamento da borracha natural submetida a esforcos na dire¢do axial, segundo as
especificacbes da norma ASTM D412 (1969) cujas dimensdes do corpo de prova estdo
representadas na Erro! Fonte de referéncia ndo encontrada.

33
d .

115

Figura 1. Dimensdes do corpo de prova segundo a norma ASTM D412

Fonte: (Autor, 2018)
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O equipamento utilizado para a realizacdo dos ensaios é um sistema eletromecéanico
de bancada com coluna dupla (Instron 5567). Os métodos de ensaios mecanicos sdo
programaveis através do software Bluehill (versdo 2.35). O sistema de deslocamento do
equipamento é por fusos e sua estrutura possibilita a utilizacdo de diferentes tipos de
extensdémetros. A Figura 2 representa 0 modelo do equipamento utilizado em laboratério.

Figura 2. Corpo de prova fixo no equipamento Instron
Fonte: (Autor, 2018)

Trés ensaios de tracdo foram realizados em corpos de prova do mesmo lote de forma
a se obter a curva tensdo-deformacdo média entre 0s ensaios.

3.2 Simulacdo Computacional

Através do software Abaqus®, especializado em Computer-Aided Engineering
(CAE), a curva média obtida pelos ensaios uniaxiais foi utilizada para se fazer o ajuste
das curvas para 0os modelos constitutivos hiperelasticos, de forma a se obter as constantes
constitutivas para cada modelo.

Um modelo 3D do corpo de prova foi criado para a simulagéo via MEF segundo a
norma ASTM D412 e, para isso, foi definida uma malha para 0 modelo com elementos
hexaédricos de 8 nds, formulagdo hibrida e pressdo constante (C3H8H), seguindo as
condigdes de contorno conforme apresentado na Figura 3:
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Figura 3. Modelagem gerada para o corpo de prova através do software Abaqus®
Fonte: (Autor, 2018)

Dessa forma foi obtida a curva tensdo-deformacdo para cada modelo constitutivo
para o corpo de prova que foi submetido ao carregamento uniaxial.

4 RESULTADOS

Foi levantada uma curva média obtida de acordo com ensaios de tragdo em 3 corpos
de prova distintos de mesmo lote, mesma densidade e propriedades mecéanicas, conforme
esta representado no gréafico da Figura 4, para niveis de deformacao de até 600%:

Curva Tensao-Deformacao média para ensaios de

Tragao

20
[l
[a
= 15
©
£
£
S 10
=2
o
lg 5
()
'_

0 ==

0 1 2 3 4 5 6

Deformagdo Nominal

Curva Média Experimental

Figura 4. Gréfico resultante da curva média dos ensaios de tracdo

Fonte: (Autor, 2018)



= XUSIMMEC

g
b Simpésio de Mecdnica Computacional UP;E
aomes 29 de Outubro a 1° de Novembro de 2018
UFES - Campus Goiabeiras - Vitoria, ES

A partir da curva média obtida através dos ensaios uniaxiais, foram geradas as
curvas de ajuste através do software Abaqus®, para os modelos classicos abordados na
teoria, em relagdo a curva experimental, conforme esta representado na Figura 5. Através
do método dos minimos quadrados, o software faz uma aproximacéo de curvas para cada
modelo em relagdo a curva experimental. Desta forma sdo definidas as constantes
constitutivas para o material ensaiado.

20, T T T T T T T T T
+—  ARRUDA_BOYCE
| |=— EXPERIMENTAL
—=a MOONEY_RIVLIN
NEQ_HOOKE
15 L OGDEN_N3
POLINOMIAL_NZ
e +---+ YEOH
S
&
E
£ 10,
=
[=]
11v]
i
-
1
'_
5,
0.

i ’ ] 1 1 | 1 1 I
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0
Deformagdo Nominal

Figura 5. Ajuste de curvas para cada modelo constitutivo em relagéo a curva média experimental

Fonte: (Autor, 2018)

Caracterizado o material pelo ajuste de curvas obtido pelo MMQ, é possivel
correlacionar a resposta do modelo implementado pelo MEF com os dados obtidos
experimentalmente. Neste caso, 0 ensaio de tracdo realizado € simulado
computacionalmente onde a distribuicdo das tensdes através da malha do modelo do
corpo de prova é representada pela Figura 6. Essa representacao corresponde aos modelos
constitutivos, cuja curva tensdo-deformacgdo mais se aproximaram da curva media obtida
experimentalmente.

Para validagéo da resposta obtida para o comportamento do modelo simulado extrai-
se 0s valores médios das tensdes principais nos elementos contidos na regido de maxima
concentragéo.
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S, Max. Principal

(Avg: 75%)
+7.496e+01
+6.871e+01
+6.246e+01
+5.622e+01
+4.997e+01
+4.372e+01
+3.748e+01
+3.123e+01
+2.499e+01
+1.874e+01
+1.249e+01
+6.246e+00
-2.568e-12

Média das tensfes nos elementos

Y l

I Step: Step-1
Increment 20: Step Time = 1.000
z X Primary Var: S, Max. Principal

Deformed Var: U Deformation Scale Factor: +7.000e-01

Figura 6. Distribuico de tensdes através da malha gerada para o modelo 3D

Fonte: (Autor, 2018)

A Figura 7 representa as curvas obtidas através da simulacdo pelo MEF para cada
modelo constitutivo, cuja rigidez é funcéo de constantes obtidas pelo ajuste de curvas de
cada modelo constitutivo hipereléstico em relacdo a curva média experimental.

Curvas tensdao-deformacdo para cada modelo constitutivo
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Figura 7. Grafico tensao-deformacao obtido através da anélise via MEF para cada modelo
constitutivo.

Fonte: (Autor, 2018)
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5 CONCLUSAO

Como visto anteriormente, cada modelo constitutivo hiperelastico possui suas
peculiaridades e sua escolha deve ser criteriosa para determinada aplicacdo, pois 0s
elastdbmeros possuem uma grande diversidade de variagfes mecanicas e quimicas entre
compostos.

Pode-se observar através dos resultados obtidos que, para 0 modo uniaxial de
deformacéo, os modelos constitutivos de Ogden de terceira ordem, Yeoh, polinomial de
segunda ordem e Arruda-Boyce obtiveram as melhores aproximacdes para o ajuste de
curva e para a simulacdo via MEF. O nivel de deformacdo € um parametro importante
para uma boa convergéncia entre a curva aproximada para 0 modelo constitutivo e a curva
do ensaio experimental, pois para deformagdes maiores como a obtida a um nivel de
600%, o0 modelo de Arruda-Boyce (micromecanico), obteve uma menor convergéncia em
relacdo a curva experimental se comparado aos outros modelos fenomenolégicos.

Para uma analise mais profunda, seria necessario a disposi¢cdo de um numero de
resultados experimentais maiores para diferentes modos de deformaco. E conveniente
dispor de dados experimentais provenientes de ensaios de cisalhamento puro, extenséo
biaxial e compressdo volumétrica para se obter uma melhor caracterizacdo numérica. Os
resultados obtidos para 0 modo uniaxial de deformacao geram bons resultados e previsoes
sobre o trajeto da curva tensdo-deformacdo para outros modos de deformacdo. Porém
muitas vezes ndo sao suficientes, pois existem inimeros componentes elastoméricos
fabricados para aplicacBes de engenharia que sofrem diferentes esforcos mecanicos
durante a sua vida Util, sendo grande parte deles, esforcos ciclicos de fadiga.
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