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TEOREMA DA CATEGORIA DE BAIRE E A APLICACOES
SANTOS, Eriangra Oliveira dost; JUNIOR, José Carlos de Oliveira?

RESUMO

Este trabalho analisa o Teorema da Categoria de Baire, um resultado fundamental na
topologia e analise funcional. O teorema estabelece que, em um espaco topolégico
completo, a intersecdo de uma sequéncia de conjuntos densos e abertos é também
densa, desafiando a intuicho comum sobre esses conjuntos. Suas aplicacdes sao
amplas, abrangendo areas como analise real e teoria da medida, incluindo a
demonstracdo do Teorema de Banach-Steinhaus e a existéncia de solugbes para
equacles diferenciais. O projeto de iniciacdo cientifica concentrou esforcos na
compreensao e delimitagédo do teorema por meio de uma reviséo bibliografica extensa,
consultando diversas fontes. O estudo da teoria das dimensdes em sistemas
dindmicos serviu como ponto de partida. Foram abordados conceitos fundamentais,
COmo espacos métricos e espacos métricos completos, estabelecendo uma base
sélida para as etapas seguintes da pesquisa. Os resultados alcancados indicam que
a dedicacao e o aprofundamento nas analises contribuiram para um entendimento
significativo do teorema e suas implicagbes. Este trabalho ressalta a importancia
tedrica do Teorema da Categoria de Baire, além de sua relevancia pratica na
matematica contemporanea.

Palavras-chave: Categoria de Baire. Topologia. Conjuntos. Aplicacoes.

I.  INTRODUCAO/JUSTIFICATIVA
O Teorema da Categoria de Baire, formulado pelo matematico francés René-
Louis Baire no final do século XIX, € um resultado central na topologia e analise
funcional, com aplicagbes significativas em areas como analise, teoria da medida e

equacdes diferenciais. O teorema revela uma propriedade notavel de conjuntos
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densos em espacos completos: a intersecdo de uma sequéncia de conjuntos densos

e abertos é também densa. Essa descoberta, publicada em 1899, desafiou a intuicdo
da época ao introduzir o conceito de "categoria" para denotar conjuntos "n&o-
esparsos".

Entre as aplicacdes do teorema, destaca-se a demonstracdo do Teorema de
Banach-Steinhaus, que estabelece que, em um espaco de Banach, se uma sequéncia
de operadores lineares limitados € ponto a ponto limitada, ela também é
uniformemente limitada. O Teorema da Categoria de Baire é crucial para essa prova,
pois garante a existéncia de um conjunto denso onde essa limitacdo se mantém. Além
disso, o teorema é utilizado na prova da existéncia de solucbes para equacdes
diferenciais, mapeando essas equacdes em problemas de ponto fixo e demonstrando
a presenca de solucoes.

Outras aplica¢des incluem a prova de que o conjunto dos nimeros reais é nao
enumeravel e que ha mais func¢des continuas que ndo possuem derivada em um
intervalo do que aquelas que a possuem. Assim, o Teorema da Categoria de Baire se
revela uma ferramenta poderosa e versatil, fundamental para a analise e resolucdo de
problemas tedricos e praticos, sendo um dos focos desta pesquisa, que busca

explorar suas implicacdes e apresentar o préprio teorema de forma detalhada.

.  OBJETIVOS
1. Objetivos Gerais:
a. Compreender os conceitos que envolver o Teorema da Categoria de Baire.
b. Aplicar o resultado em questbes importantes da Andalise Real e da Analise
Funcional.
c. Apresentar os resultados da pesquisa em eventos, palestras e efetuar uma possivel

publicacdo em revista internacional caso resultados relevantes sejam obtidos.
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2. Objetivos Especificos:

a. Compreender o conceito de conjuntos densos em espacos topoldgicos.

b. Familiarizar-se com o conceito de intersecdo de conjuntos e suas propriedades.

c. Estudar as propriedades de espacos topolégicos completos.

d. Analisar exemplos concretos de conjuntos densos em espacos topologicos.

e. Compreender a formulagéo precisa do Teorema da Categoria de Baire.

f. Estudar a demonstracao do Teorema da Categoria de Baire e entender seus passos
chave.

g. Investigar as implicacbes e consequéncias do teorema em relacdo a conjuntos
densos e abertos.

h. Aplicar o Teorema da Categoria de Baire na resolucéo de problemas de analise
real.

i. Explorar aplicacdes do teorema em outras areas, COmo em espacos metricos.

j- Desenvolver habilidades de raciocinio abstrato e légico por meio do estudo e
aplicacao do teorema.

.  METODOLOGIA

Para atingir os objetivos da pesquisa, a equipe seguiu um programa
estruturado. Inicialmente, foram reunidas bibliografias relevantes sobre o Plano de
Trabalho, com consultas a dissertacdes, teses e artigos cientificos. Em seguida, a
equipe familiarizou-se com conceitos fundamentais de topologia, como espacgos
topolégicos, conjuntos densos e a nog¢do de conjuntos sem interior. O estudo
aprofundou-se nos espacos completos, compreendendo que uma sequéncia de
Cauchy converge para um ponto dentro do espaco.

A equipe também leu e entendeu o Teorema da Categoria de Baire, que afirma

que a interse¢do de conjuntos densos e abertos em um espaco completo € densa. A
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demonstracao do teorema foi analisada, permitindo reflexdes sobre suas implicacdes

e como desafia a intuicdo sobre conjuntos. As aplicacdes do teorema em areas como
andlise real e teoria da medida foram exploradas, seguidas da resolucao de problemas
praticos relacionados.

Além disso, foram consultadas referéncias adicionais para aprofundar o
conhecimento sobre o tema e relatérios sistematizando as observacdes foram

elaborados.

IV. RESULTADOS E DISCUSSAO

Para cumprir com os objetivos, foram executadas tarefas a fim de delinear o
teorema por partes e, apoés isso, compreender cada conceito envolvido por meio de
pesquisas bibliogréaficas.
1) Reunimos bibliografias através de pesquisas na internet e na biblioteca virtual da
universidade sobre diferentes literaturas que envolvem o assunto do Plano de
Trabalho, consulta no banco de dissertacdes e teses das instituicoes de ensino
superior e em artigos de revistas cientificas.
a. Um estudo da teoria das dimensdes aplicadas a sistemas dinamicos. (Silva, A. P.
D., 2015)
2) Delinear o Teorema separando os conceitos em itens.
Teorema 1.14 (Teorema da categoria de Baire, Munkres, Theorem 48.2)
Se X é um espacgo métrico completo, entao:
a) reunido enumeravel de fechados de interior vazio tem interior vazio;
b) a intersecdo enumeravel de abertos densos é densa.
2.1)Delineamento do teorema:
1. Espacos métricos.
2. Espagos métricos completos.
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Interior de um conjunto
Denso em nenhum lugar

Interior vazio

3
4
5
6. Topologia discreta
7. Conjunto denso
8. Conjunto de segunda categoria
9. Uniao contavel de conjuntos
10. Espaco topoldgico ndo escasso
11. Espaco topoldgico escasso
12. Localmente compacto
13. Metrizavel
14. Completamente metrizavel
3) Demonstrar o teorema a partir dos pré-requisitos necessarios
3.1)Espacgo métrico e espaco métrico completo
Para demonstrar que R é completo, precisamos mostrar que toda sequéncia de Cauchy
em R converge para um limite que estad em R.
Para ser um espaco métrico, é necessario satisfazer as definicdes:
1.d(x,y) =0ed(y,x) =0 x=y
2.d(x,y) =d(y,x)
3.d(x,y) <d(x,z) +d(z,y)
Uma sequéncia de cauchy é definida da seguinte forma:
Definicdo 2.24 (Uma Introducdo ao Estudo de Espacos Métricos e Normados,
Sousa)
Seja X um espaco meétrico e x,uma sequéncia em X dizemos que x, € uma
sequéncia de cauchy se:

Ve>0,ang ENimn=>ny=d(x,x,) <e
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Para a proposicdo 2.25:

Toda sequéncia corvergente em X é uma sequéncia de cauchy
Temos a demonstragao:
1.x, de Cauchy
2. Vamos mostrar que x, converge em R
3. Tomandon=n, =0e e = C > 0, que é a definicdo de sequéncia de Cauchy, que
vm € N(m > 0),d(x,,,0) < C, que é a definicdo de que a sequéncia (x,) € limitada.
4. Na pagina 46 do artigo
4.1. Suponha que (a,) sequéncia limitada
4.2.3M € R:Vn € N(|la,| < M)
4.3. Considere [—M, M|
4.4.vn €N (a,) € [—M,M]
4.5. Vamos aplicar o principio da casa dos pombos
4.6. Seja [ay,b,] bissecdo de [—-M,M] ao meio tal que [a, b;] tenha infinitos
termos
4.7. Repita esse processo indefinidamente selecionando a cada passo a,; da
sequéncia original do [ay, by]
4.8. Com isso, formamos (a,)
5. Se (x,) € uma sequéncia de Cauchy que possui subsequéncias corvergentes, ela
mesma € corvergente e para 0 mesmo ponto.
Por consequéncia:
vm,n = ny, d(xy, x,) = d(,, x) + d(x, x,) = g + g =e ]
a) reunido enumeravel de fechados de interior vazio tem interior vazio
Suponha que X = U,-; Fn, E, conjunto fechado de interior vazio
Int (U,Fn) =0
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1. Absurdo, assumaoint( ) # @

2.3x € X,3e > 0: B(x.e) c U, Fn

3. B(x,e0 N F, # 0 para algum k

4. 3B(y,6):B(y,6) € B(x,e)NF,, § >0

5. Temos uma contradi¢cao, pois Fj tem interior @. ]

V. CONCLUSAO/CONSIDERACOES FINAIS

Nos primeiros seis meses deste projeto de iniciacdo cientifica, focamos na
compreensao e delimitacdo do Teorema da Categoria de Baire, embasando-nos em
uma revisao bibliografica abrangente que incluiu fontes online, a biblioteca virtual da
universidade, dissertacdes, teses e artigos cientificos. A teoria das dimensdes
aplicada a sistemas dinamicos, conforme proposta por Silva (2015), foi o ponto de
partida para nossa investigacao.

Exploramos o teorema sob diversos aspectos, abordando conceitos essenciais
COmMo espacos méetricos e espacos métricos completos. Esse periodo inicial foi
fundamental para estabelecer uma base soélida, orientando o desenvolvimento das
etapas subsequentes e a obtencéo de resultados significativos. Aprofundamos nossa
analise e buscamos novas perspectivas, enriguecendo nosso entendimento.

Com o projeto agora concluido, estamos satisfeitos com os resultados
alcancados. A dedicacéo e o esforco continuo ao longo do ano trouxeram insights
valiosos que acreditamos contribuir para 0 avancgo da ciéncia e para o enriquecimento

do campo de estudo em questao.
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