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Resumo: Este trabalho propde-se a apresentar a modelagem matematica, a implementacdo e a
aplicacdo dos principais métodos fornecidos pela teoria das perturbacoes. A ideia central desta
teoria consiste em decompor um problema complexo em infinitos problemas mais simples e,
entdo, resolvendo apenas alguns destes, obter uma boa aproximacdo da solucdo. Em funcgao
disso, a teoria das perturba¢des é uma poderosa ferramenta utilizada para resolver muitos
problemas de engenharia envolvendo sistemas dinamicos, pois a mesma prové um acervo de
métodos iterativos capazes de viabilizar uma solugdo aproximada. Até o presente momento, foi
desenvolvido um algoritmo capaz de calcular aproximacdes satisfatérias para raizes de equagoes
polinomiais, utilizando o método das perturbagdes.

Palavras chaves: Modelagem; Sistemas dindmicos; Método das perturbagées.

Abstract: This project proposes to present the mathematical modeling, implementation and
application of the main methods provided by the perturbation theory. The main idea of this
theory is to decompose a complex problem into infinite simpler problems, and then, by solving
only some of these decomposed problems, obtain a good approximation of the solution. As a
result, perturbation theory is a powerful tool used to solve many engineering problems involving
dynamic systems, because it provides a collection of iterative methods capable of making an
approximate solution possible. To date, an algorithm has been developed capable of calculating
satisfactory approximations for roots of polynomial equations using the perturbations method.

Keywords: Modeling; Dynamics Systems; Perturbations Method.
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1 INTRODUCAO

Os modelos sdo interpretacdes logicas de sistemas reais que tém como finalidade
descrever e predizer os fendmenos fisicos neles envolvidos por meio das leis matematicas
que 0s regem e, a partir disso, obter uma representagdo aproximada satisfatoria. Segundo
Carrara (2012), os modelos se dividem em fisicos ou matematicos. Os primeiros,
assemelham-se a sistemas reais, porém sdo simplificados mantendo as caracteristicas
essenciais. Ja os modelos matematicos procuram representar o comportamento dinamico
dos sistemas por meio de equagGes matematicas (equacdes diferenciais e equagdes das
diferencas). Dessa forma, é possivel prever o comportamento de um sistema real através
do seu modelo fisico e/ou matematico.

Entende-se por sistema dindmico como aquele cujo as varidveis variam com o tempo,
ou seja, seu estado evolui temporalmente. Devido a sua aplicabilidade em problemas de
engenharia, tais como: vibracdo mecénica, escoamento de fluidos, conducao elétrica e
outros, a area de sistemas dindmicos € uma das mais estudadas pela modelagem
matematica. No entanto, a obtencdo da solucdo analitica dos problemas envolvendo estes
sistemas é muito trabalhosa e na maioria das vezes impraticavel. Em alguns casos
especificos é viavel resolvé-los por integracdo numérica, mas a alternativa mais adotada
para solucionar este problema é a utilizagdo de métodos numéricos que fornecam solucdes
aproximadas.

Segundo Hazewinkel (1991), a proposic¢éo inicial da teoria das perturbacées se deu
na mecanica celeste, no contexto dos movimentos dos astros no sistema solar. Os
problemas cléssicos de trajetoria espacial dos ‘“dois-corpos” e “trés-corpos” foram os
propulsores para o desenvolvimento da teoria. Grandes matematicos como Laplace,
Poisson e Gauss usaram a teoria das perturbacdes para melhorar a precisdo de seus
modelos envolvendo os astros do sistema solar. Um dos principais triunfos da teoria foi
a contribuicdo para a descoberta do planeta Netuno, em 1848 por Adams e Verrier, com
base nos desvios de seu movimento.

2 TEORIA DAS PERTURBACOES

Segundo Hazewinkel (1991), a teoria das perturbacdes reside no fato de que €
possivel obter uma descricdo aproximada do sistema em estudo usando algum sistema
"ideal” (mais simples) especialmente selecionado que pode ser completamente resolvido.

Um dos critérios de aplicabilidade da teoria das perturbagdes, dependendo da
natureza do problema em estudo, é que as equacdes que descrevem o processo em questao
contém um pequeno parametro, explicita ou implicitamente. O requisito €, além disso,
que se 0 pequeno parametro for zero, a equacéo é exatamente solucionavel, de modo que
0 problema é reduzido a encontrar o comportamento assinttico da melhor aproximacgéo
da solucdo verdadeira. Esse parametro, geralmente definido como € «< 1, € inserido
temporariamente na equacdo com o objetivo de reduzir a mesma a uma nova equagao
mais simples de ser solucionada.
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O exemplo abaixo ilustra de maneira bem simples a ideia central da teoria. Vale
ressaltar que o mesmo ndo utiliza nenhum método de solucgéo relacionado a teoria das
perturbacgdes, sendo apenas uma representacdo do principio por trds da teoria.

Seja a equacéo quadratica definida por:
x24+002x—1=0 1)

Sua solucéo sera:

x; = —0,02 +/(0,02)2 —4-1-(=1) = 0,99

)
x, = —0,02 —/(0,02)2 —4-1-(-1) = —-1,01

Analisando o termo 0,02x percebe-se que 0 mesmo é muito menor (magnitude) do
que os demais, sendo proporcionalmente descartavel em termos de aproximacao para a
solucéo, e entdo, podemos reescrever a Eq. (1) como:

x>—1=0
3)

x1=1;x2=—1

E possivel observar nitidamente que a solucdo da Eq. (3) é mais simples de ser obtida
do que a original. E é fundamentado nesse principio que os métodos fornecidos pela teoria
serdo apresentados e utilizados neste trabalho.

Segundo Rozman (2016), existem duas categorias principais de solugfes para os
problemas que envolvem perturbacdes, sendo elas: solugdes de carater regular e singular.
Na primeira, ao fazer o termo ¢ tender a zero, tem-se uma boa e suave aproximacdo da
solucdo nao perturbada, ou seja, quando ¢ € igual a zero.

J& na singular, tem-se que a medida que a precisdo da resposta é melhorada, a mesma
diverge da solucdo exata, exigindo entdo a utilizacdo de métodos modificados para se
obter uma solucéo satisfatoria.

2.1 Perturbacéo regular

A motivacdo para utilizar os métodos das perturbacdes esta no fato de que a solucéo
exata ndo e procurada, mas sim uma aproximacdo da mesma a partir da série de expanséo
em poténcias de €. As potencialidades desta teoria residem no fato de que, em geral, 0s
primeiros termos das séries de solucdo, sdo suficientes para revelar caracteristicas
importantes da solucdo de um problema.

Para obter a solugdo da Eq. (1) a partir do método de perturbacdo regular,
primeiramente é necessario transforma-la em uma equagéo que contenha o parametro de
perturbacio (). E valido destacar que nem sempre essa transformagc&o é simples e 6bvia,
especialmente em problemas que envolvam grandezas fisicas. Ao inserir 0 parametro de
perturbacédo na Eq. (1), obtém-se:
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x> +2ex—1=0 (4)

Ressalta-se que ao considerar € = 0,01 a equagdo retorna para sua forma original.
A solucéo para a Eq. (4) devera ser da forma:

x(€) = xo + x16 + x,6% + - Z Xyt E" (5)

n=0
Em que deseja-se encontrar os coeficientes de x (&) que satisfazem essa equacao e,
em seguida, substitui-los na Eq. (1). Ao substituir a Eq. (5) na Eq. (6), obtém-se:
(%0 + X1 + x26% + )2 + 2e(xg + x;6 + 2,62 + ) —1=0 (6)

Para efeitos de célculo sera feito um truncamento na série anterior, em que serao
considerados somente 0s trés primeiros termos da série de perturbacdo, que serdo
suficientes para fornecer uma aproximacao razoavel da solucéo exata.

Assim a Eqg. (1) se torna:
(xo + x16 + x,62)%2 + 2e(xg + x16 + x,6%) — 1 = 0(3) (7)

Ao fatorar a Eq.(7) e eliminar os termos de & com expoente superior a 2 devido ao
truncamento feito anteriormente, obtém-se:

(x0% — 1)€% + (2xx; + 2x0)et + (12 + 2x9x)e? = 0(&?) (8)

Ao fazer o parametro € — 0, segue que a Eq. (8) também ira tender a zero e, entéo,
os termos da equacdo em funcdo da ordem de & poderdo ser agrupados da seguinte
maneira:

Solucéo de ordem zero (0(£°)):

xOZ —1= O (9)
xo = il

Solucéo de ordem um (0 (e1)):
2X0x1 + 2x0 =0 (10)
xl = 1

Soluc&o de ordem dois (0(£2)):
x12 + 2x0x2 =0

1 (11)

xzziz
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Por fim substituindo os coeficientes x,, x; € x, em x(¢), obtém-se:

1
X1 y(&) =1-¢ +§£2

X1py(e) =1— e —-¢?

’ (12)
Xpy(&) = —1— ¢ _EEZ
1 2
XopmE)=-1— ¢+ €
Aplicando ¢ = 0,01 na Eq. (12), obtém-se:
X1(a) = 0,9905
xl(b) = 0,98995 (13)

X2(a) = —1,01005
xz(b) = —1,00995

A partir das solucGes obtidas pela aplicacdo do método, pode-se verificar que é
possivel obter um grau de precisdo consideravel utilizando apenas 0s trés primeiros
termos da série de perturbacao.

2.2  Perturbacao singular

Segundo Bender (1978), os problemas de perturbacéo singular sdo aqueles cuja série
de perturbacdes ndo assume a forma de uma série de poténcias, ou a mesma ndo converge
em um intervalo da solucdo. Na teoria da perturbacdo singular, as vezes, nao ha solugédo
para o problema nédo perturbado (a solucdo exata em funcdo de e pode deixar de existir
quando & = 0). Quando existe uma solucdo para o problema ndo perturbado, suas
caracteristicas qualitativas sdo distintamente diferentes daquelas da solucdo exata para
um ¢ arbitrariamente pequeno (mas diferente de zero).

No entanto, em alguns casos é possivel encontrar uma solugéo satisfatoria utilizando
métodos modificados da teoria das perturbacdes. O exemplo abaixo ilustra um problema
de caréter singular, onde é possivel obter uma solugdo aproximada com o método do
balango dominante.

Seja a equacdo quadratica:
x% —2,0004x + 0,9998 = 0 (14)

Fazendo € = 0,0002 e inserindo-o0 na Eq. (14), tem-se:
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x2=2(1+e)x+(1-¢)=0 (15)

Ao truncar a série de perturba¢Bes nos dois primeiros termos, tem-se:

x(&) = x¢ + x1.6 + 0(£?) (16)
E a Eq. (15) expandida seré:

(xo +x,8)2 =21+ &)(xg+x,8)+(1—€) =0 (17)
Ao fatorar e eliminar os termos de e com ordem superior a dois, obtém-se:

(x0% — 2% + 1) + (2xyx9 — 2%, — 2% — 1)e =0 (18)

Ao organizar as solugdes por ordem de ¢ e resolvendo-as, obtém-se:
Solug&o de ordem zero (0 (£°)):

xoz_sz+1=O

o= 1 (19)
Solucéo de ordem um (0 (e1)):

2x1Xg — 2x1 —2x9—1=0 (20)
Substituindo x, = 1 na Eq. (20), obtém-se:

-3=0 (21)

E evidente que a solugdo de ordem 1 ndo é valida. A inconsisténcia na solucio
encontrada se da pelo fato de que a série de perturbacdo assumida (Eq. 16) para esse
problema ndo converge para uma solucdo aproximada da exata.

Uma das ferramentas disponiveis capazes de resolver esse tipo de problema é o
método do balanco dominante. Dada uma equacdo, esse método consiste em encontrar
pares de termos que sdo assintoticamente comparaveis, ou seja, balanceados entre si e
muito maiores (dominantes) que os demais termos desta mesma equacdo. Uma vez
encontrados esses termos, € possivel dizer como sera a estrutura da série de perturbagéo
que devemos assumir como solucdo para o problema.

Para aplicar o metodo do balango dominante, a Eq. (15) deve ser simplificada a partir
de uma mudanca de variavel: y = x — 1. Assim a equacao se torna:

y2—2ye+3e=0 (22)

Ao analisar a primeira possibilidade, define-se 2ye e 3¢ como o par de termos
balanceados e dominantes, entéo tem-se:
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2ye~3¢e (23)

Os valores numeéricos que acompanham os termos escolhidos podem ser descartados,
uma vez que o interesse principal € no comportamento geral das func¢bes quando € — 0.
Assim, ao reescrever e simplificar a Eq. (23), obtém-se:

ye~e

£ (24)
~Z=1
e

Ao substituir e comparar o resultado da Eq. (24) com os demais termos da Eq. (22),
obtém-se:
(v9):y?*~1% =
(2ye): ye~e (25)
(3e):e~¢

Nota-se que o segundo (2ye) e o terceiro (3¢) termos sdo assintéticos, porém ndo

séo dominantes, pois, a medida em que € — 0, 0s mesmos se tornam proporcionalmente
insignificantes em relagéo ao primeiro (y?).

Na segunda possibilidade, ao escolher y? e 2ye, obtém-se:
yi~ye
y~&

(26)

Ao substituir e comparar o resultado da Eq. (26) com os demais termos da Eq. (22),
obtém-se:
(y?): y?~e?
(2ye): ye~e? (27)
(3e):e~¢

Observa-se que apenas o terceiro termo (3¢e) € dominante em compara¢do com 0s
demais, pois £ » 2 conforme & — 0.

Na altima possibilidade, tem-se:

yi~e
y~Ve

Ao substituir e comparar o resultado da Eq. (28) com os demais termos da Eq. (22),
obtém-se:

(28)
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2Y. 4,2
(y*):y~e
3 29
(2ye):ye~e2 (29)
(3e):e~¢

Percebe-se que o primeiro e terceiro termos sdo assintoticamente comparaveis e
3
dominantes em relacdo ao segundo, pois € > €2z quando € — 0.

1
Entdo o resultado y~e2 deverd ser utilizado para definir uma nova série de

perturbacdo. Ao fazer ¥ = ll isolar e substituir y na Eq. (22), obtém-se:
£2

3
92 — 2962 —3e =0 (30)

Ao dividir a Eq. (30) por &:

1
92 —29s2—3e =0 (31)

A nova serie de perturbacéo seré:

I(e) =9 + 1918% + 0(¢) (32)

Ao substituir 9(e) na Eq. (33):
1 1 1
(190 + 19182)2 - 282 (190 + 19182) - 3 = O (33)

E ent&o as novas solugdes seréo:

Solucéo de ordem zero (0(£°)):

9,2 —3=0
’ (34)
190 = i\/§
Solucéo de ordem um (0(e1)):
2'(90191 — 2190 = O (35)
191 = 1
E entdo temos:
8(e) = +V3 + (36)

_ Y ) .
Como 9 = i tem-se que:



= XII-SIMMEC

b. Simpésio de Mecdnica Computacional
aomes 29 de Outubro a 1° de Novembro de 2018
UFES - Campus Goiabeiras - Vitoria, ES

y V3

—=4+V3++e (37)
Ve

Isolando y:
y(e) = € + V3¢ (38)

Como y = x — 1, entdo:
x(e) =1+ ¢e++3¢ (39)

E a solucéo final aproximada para Eq. (14), sera:

x; =1+ &4 +/3¢ =1,00055

(40)
x, = 14 ¢ —+/3e = 0,99985
A partir das soluc@es obtidas pela aplicacdo do método do balan¢o dominante, pode-
se verificar que é possivel obter uma resposta razodvel para um problema que
aparentemente ndo possuia solucdo utilizando o método tradicional para problemas
envolvendo perturbacdo regular.

3 IMPLEMENTACAO EM MATLAB®

Com o intuito de otimizar e ampliar o uso dos métodos das perturbaces,
desenvolveu-se, baseado na teoria apresentada neste trabalho, um algoritmo
computacional no software MATLAB® capaz de solucionar equacgdes polinomiais de
carater regular. Esse algoritmo permite ao usudrio definir valores variados para o
parametro & como também o nimero de termos da série de perturbacdo, possibilitando
assim, estudos sobre a influéncia desse parametro e também da série de perturbacdo na
existéncia e convergéncia das solucdes obtidas pela aplicacdo dos métodos. Esse
algoritmo sera usado como ferramenta para determinar qual o melhor valor de ¢ e a
quantidade ideal de termos da série de perturbacdo e, consequentemente, otimizar a
solucdo aproximada.

A l6gica do algoritmo € descrita abaixo:
1. Entrada de dados:

e O usuéario fornece a equagdo ja com 0 parametro & e também a
quantidade termos para a série de perturbag&o;

2. Série de perturbacéo:

e Em seguida, a série € gerada por um conjunto de fungdes que cria 0s
coeficientes da mesma utilizando variaveis simbdlicas e entdo o0s
agrupa no formato de somatorio por meio de lagos de repeticéo;
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e A série € entdo substituida na equacdo fornecida por meio de uma
troca de variaveis.

3. Rearranjo da equacéo:

e Nessa etapa, um conjunto de func¢des organiza os termos da equacgéo
em funcdo do parametro de perturbacdo com a finalidade de dividir
as solucdes por ordem das poténcias de «;

4. Solucgoes:

e Os coeficientes da série sdo calculados por meio de uma lago de
repeticdo que realiza substituices retroativas dos mesmos nas
solugdes em funcao de &;

e E obtida uma solugdo em funcdo do parametro de perturbagao.

e Por fim, o usuério define um valor para ¢ e é calculada uma solucéo
numérica aproximada para o problema.

4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Para validar o algoritmo desenvolvido, foram realizados uma serie de testes com
varias equacgdes polinomiais de carater regular. A tabela exibe os resultados obtidos ao
testar a Eq. (4) variando a quantidade de termos da série de perturbagdo como também o
parametro ¢.

Tabela 1. SolugGes aproximadas envolvendo variagdo de parametros

2 3 4
n=0

n=0 n=0 n=0
X, = —2 x; = —2,5000 x; = —2,5000 x; = —2,3750

' X, =0 x, = 0,5000 x, = 0,5000 x, = 0,3750
x; = —1,5000 x; = —1,6250 x; = —1,6250 X, = —1.6172

o> x, = 0,5000 x, = 0,6250 x, = 0,6250 x, = 0.6172
x; = —1,1000 x; = —1,1050 x; = —1,1050 x; = —1,1050

ot x, = 0,9000 x, = 0,9050 x, = 0,9050 x, = 0,9050
x; = —1,0500 x; = —1,0513 x; = —1,0513 x; = —1,0512

005 x, = 0,9500 x, = 0,9513 x, = 0,9513 x, = 0,9512
x; = —1,0050 x; = —1,0050 x; = —1,0050 x; = —1,0050

0,005

x, = 0,9950 x, = 0,9950 x, = 0,9950 x, = 0,9950
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x, = —1,0005 x; = —1,0005 x, = —1,0005 x; = —1,0005
0.0005
x, = 0,9995 x, = 0,9995 x, = 0,9995 x, = 0,9995
x; = —1,0001 x; = —1,0001 x; = —1,0001 x; = —1,0001
0,00005

x, = 1,0000 x, = 1,0000 x, = 1,0000 x, = 1,0000

Percebe-se que a quantidade de termos da série de perturbacdo pouco influencia na
precisdo das solugbes, comprovando o que foi citado no inicio — as potencialidades da
teoria das perturbacdes residem no fato de que, geralmente, os primeiros termos das séries
de solugdo sdo suficientes para revelar caracteristicas importantes da solugdo. E isso € um
grande motivador para utilizar os métodos fornecidos pela teoria, j& que o0 custo
computacional € relativamente baixo.

Ja o par@metro de perturbacdo tem influéncia direta na precisdo e convergéncia das
solucBes. Desta forma, para o teste realizado observa-se que, quanto mais proximo de
zero é o valor de &, mais préximo da solugdo exata se encontra a aproximada.

4 CONCLUSOES

Até o presente momento, este trabalho objetivou introduzir as principais ideias da
teoria de uma maneira clara e didatica, com o intuito de fomentar a aplicacdo dos métodos
disponiveis em outras areas, principalmente na engenharia. Atualmente, a teoria de
perturbacdo vem sendo estudada em muitas areas, mas sua principal aplicacdo é na
mecénica quantica. Tem-se em vista que muitos problemas na engenharia envolvem
sistemas dindmicos ndo lineares e estes podem ser resolvidos usando os métodos das
perturbacdes, uma vez que estes métodos ndo necessitam de linearizacdo prévia para
serem aplicados. Salienta-se que a teoria das perturbacfes € muito Gtil para problemas
pouco ndo lineares, devido aos seus critérios de convergéncia.

As projecdes futuras sdo: implementar computacionalmente todos métodos das
perturbacdes, otimizar o algoritmo ja desenvolvido e utilizar os demais para resolver
problemas de modelagem envolvendo equacdes diferenciais na area de bombeamento e
monitoramento do nivel de tanques e demais areas estudadas pelo laboratdrio de controle
do campus.
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