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Resumo: Sabe-se que em barras esbeltas sujeitas a esforgo axial de compressdo pode ocorrer
perda de estabilidade por deflexdo lateral antes de atingir o ponto de ruptura do material, para
tais situacgdes, a estabilidade deve ser o critério levado em considera¢do no dimensionamento. O
estudo do comportamento estrutural pds-critico nestes casos é, portanto, fundamental para que o
projetista possa prever o aparecimento de novas configuragcdes de equilibrio que podem ser
estaveis ou ndo. O presente trabalho ilustra a importancia desses efeitos ndo-lineares por meio
do estudo da deflexdo de um pilar engastado livre sujeito a flexo-compressdo em sua trajetoria
de equilibrio pos-critica. Para este fim, sdo usados métodos numéricos e analiticos com um
subsequente estudo comparativo entre tais métodos. E adotado o modelo com as hipdteses
propostas por Timoshenko ¢ a resolugdo da equacdo diferencial é feita por meio de integrais
elipticas. Para a solu¢cdo numérica, usa-se o0 método Runge-Kutta de 4* ordem incrementado
com o método de Newton-Raphson ¢ o método Rayleigh-Ritz.
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1 INTRODUCAO

O conhecimento do comportamento estrutural das barras que constituem um
sistema estrutural reticulado ¢ de grande importincia para que os projetistas
dimensionem adequadamente sistemas estruturais resistentes e estaveis. Sendo assim, o
conhecimento das cargas criticas e trajetdrias de equilibrio pds-criticas das barras ¢ de
grande interesse.

O avango no desenvolvimento das técnicas construtivas, emprego de novos
materiais de resisténcia elevada, tem levado a metodologia de andlise/projeto estrutural
a uma mudanca de paradigma, na qual se inclui efeitos ndo lineares (Silveira 2012).

A curvatura exata de uma coluna foi estudada primariamente por Euler e por
Lagrange, em Timoshenko, Theory of Elastic Stability 1963, a expressdo diferencial
para a Elastica ¢ feita em analogia a equagdao diferencial da oscilacdio do
péndulo,conhecida como Analogia Dindmica de Kirchhoff.

Em caso de pecas sujeitas a esforco axial de compressao desde que seja esbelta
suficiente para tal, pode ocorrer perda de estabilidade por deflexdo lateral antes de
atingir o ponto de ruptura do material, para tais situagdes, a estabilidade deve ser o
critério levado em considera¢do no dimensionamento. O estudo da trajetoria pds-critica
desses elementos toma relevancia, pois se podera prever o aparecimento de novas
configuracdes de equilibrio, estaveis, instaveis e neutros (Galvao 2000).

2 FORMULACAO DO FUNCIONAL DE ENERGIA

Tomando uma barra esbelta fletida por uma forca axial P, podemos dizer que sua
energia potencial total (r) ¢ um somatorio do potencial da forca aplicada com sua
energia interna de deformacao.

T[=U+Vp.

Onde U ¢ a energia interna de deformagéo ¢ V}, o trabalho da for¢a externa aplicada,
no qual o sinal negativo apenas identifica o sentido da forga.

Na parcela de deformagdo interna, o termo pode ser subdivido em sua parcela
referente a deformacdo axial e outra parcela de energia gerada pelo alongamento e
encurtamento de fibras na flexao (Serebrenick 2004)

(1)



e XIISIMMEC

Simposio de Mecanica Computacional

abmec 29 de Outubro a 1° de Novembro de 2018

UFES - Campus Goiabeiras - Vitoria, ES

Figura 1 - Modelagem de uma barra esbelta

Fonte: (Serebrenick 2004)

Para a presente andlise em vista que a barra € esbelta o suficiente, pode-se ignorar a
parcela de deformacao axial.

Assim, a energia de deformacao interna, podera ser dada por:
— (L1 2
U= [, SElx*dx
Onde E e I sdo os parametros de rigidez, respectivamente, o modulo de elasticidade
¢ o momento de inércia da barra. y ¢ a mudanga de curvatura.

O trabalho das forgas externas se define a partir do deslocamento na direcao da
aplicacdo da forga.

V, = —W = —PA

Logo, substituindo a expressdes, obtemos a seguinte equagao para .
— ("lprv2qx —
n= [y sElx*dx — PA
Admitindo um elemento infinitesimal da barra, pequeno tal para que a aproximacao

ds = dx seja razoavel tal qual mostrado na Fig. (1). Das relagdes trigonométricas
obtemos:

sen(¥Y) = C;—‘: = —=w()

Y = arcsen(w(x))
Sendo Y o angulo entre o eixo retilineo e o deformado apos a flexdo, podemos
definir a partir deste a curvatura:
w(x)

1 .
ke = Ra Y(x) = Jirw(x)?

Dependendo do tipo da andlise, é usual se considerar pequenas rotacdo (w? = 0),
segundo Galvao (2000), tal aproximagdo mostra-se condizente com grande maioria dos

2)

€)

(4)

)
(6)

(7)
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problemas usuais em andlise e célculo de estruturas. Mantendo nossa relagdo para
grandes rotacdes, definimos a energia de deformacao interna como:

U= fy2Er (29 dx ®)

1- w(x)?

Expandindo a série de Taylor associada a curvatura, admitindo ndo variagdo da
elasticidade e do momento de inércia em todo comprimento da barra.

x =) (1+3w(0?) 9
U = [y 3B (W00 + ()2 (x)? + 2 w02 (x)*) dx (10)

Sendo esta a expressao adotada para a energia interna de deformagao.

Para elucidar o termo —PA, pode-se escreve-lo, utilizando o teorema de Pitadgoras,
em termos do deslocamento axial originado apenas da flexao.

(%)2 = (dxdx )2 + (Z—V:)Z (11)
Z—Zzl—,/l—v'v(x) (12)

L . . L .
Observando que A= | » du, e expandindo o termo na raiz, em s¢ries de Taylor ate
a quarta ordem:

= [y P(—3w@®)? - 3w@)?)dx (13)

A esse ponto ¢ conveniente notar que os termos podem ser reescritos para que se
explorem as formas de solucdo. Revisitando as expressoes, com algumas mudancgas
chave, o funcional de energia sob a 6tica da inclinacao (7 (s, 8)).

m= [y 3B (W02 + (2w (@)? + 3@ ()*) dx — [ 3P (W(o? +

W(0?) dx (14)
E também,
2
(s, 0) = fOL%EI (%) ds +P {fOL cos Ods — L} (15)

Que ¢ o funcional completo de energia para uma barra esbelta carregada.

Nota-se que, ao supor pequenas deformagdes (W? = 0), forma-se o funcional de
energia linear m = fOLgEl(W(x)z)dx - fOLiP(v'v(x)z)dx.

Usar-se-4 o mesmo principio utilizado por Serebrenick (2004) na resolu¢do dos
L , . ~ (L _—
funcionais. Este em especifico adquire uma forma padrdo fo f(x,w,w,w)dx, para a
qual, considerando pequenas rotagdes, a equacdo de Euler que define o problema ¢

f= {% El(w(x)?) — %P(Wz)}, prosseguindo, obtém-se.
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d‘*w(x)) P (dzw(x)) _

( dx* + EI\ dx? =0 (16)
Para grandes rotagdes, ndo ha solugdes analiticas que satisfacam as equagdes

lineares derivadas da solu¢ao do funcional. Isso se deve a sua alta complexidade, sendo

necessario algum nivel de aproximacao, no presente trabalho usaremos o método de

Rayleigh-Ritz como aproximagdo para o caminho pos critico, como ja foi mostrado por
Serebrenick (2004).

A solucdo linear, do funcional de energia ¢ da forma abaixo, onde as constantes sao
definidas a partir das condi¢des de contorno do problema em questao.

w(x) = C; + Cyx + Cizsen(Amx) + C, cos(Amx) (17)

Onde 2% = %.Retomando ao funcional em fun¢do da inclinagdo (m(s,8)), sua

resolugio se d4 pela imposi¢do da condi¢do de estacionariedade, a saber (P = 0.
L1 de L
§WOm = (21520 (52) ds + P, sen(6)06ds — L} = 0 (18)

Integrando a primeira parte da equag¢do por partes e expandindo a segunda,
obteremos a expressao para o equilibrio.

EI%% 4 psen(6) = 0 (19)
ds?

Que também esta sujeita as condigdes de contorno usuais do problema.

Para o presente texto se usara as condi¢des de contorno condizentes com uma barra
engastada em sua extremidade, assim sendo suas condi¢des de contorno sdo:

w(l) =B

(L) + PW(L) -0 (20)
W(O) = 0
w(0) =0

M, .
Onde o termo f§ = E—;’, refere-se a um momento aplicado no extremo da barra, com

objetivo de modelar imperfeicdes na estrutura, assim sendo, exceto que se diga o
contrario, assumiremos M, = 0, ou de dimensdes suficientemente despreziveis.

2.1  Solu¢ao analitica

Metodologia de solucdo originalmente proposta por Thimoshenko (1985) da-se
através de integrais elipticas.

Tomando Eq. (19), sabemos que senf = sen (g + g) = 2sen (g) cos(g), daqui
podemos fazer:

% (%)] = —A%2sen (g) cos(g) 1)
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do
Multiplicando ambos os lados por —, teremos:

2 g s 2)

7 . . 0
Onde m ¢ uma constante arbitraria definida por sen (E) = —mseny e m=

sen y, pode se reescrever a equacao acima em termo dos valores de m e .

de
== 2Am cos

Para corretamente escrever a expressao em funcdo de uma conveniente troca de
variaveis, faz-se.

d 9) d d

—\|sen—) = ——(msen = —m-—-Ssen

ds ( 2 ds ( l/)) ds 1'[)

1 0de ap 1 dae d
—cos—— = —mcos P — - =4/1 —m?sen?p— = —mcos P —
2 2ds l/) ds 2 \/ 1’0 ds l/) ds
dg _  -2mcosy dy

ds 1-m2sen2yp ds

Igualando os termos.

_ dap oL, ¥ dap
Ads = Ji-mZsenZy Afo ds = f 0+ 1-m2sen?

Este ultimo termo ¢ classificado como Integral Eliptica Completa ou Incompleta de
primeira Classe. Aproveita-se das condi¢cdes de contorno supracitadas, para uma
defini¢do mais particular.

Os=0 =0 =~ —msenhy =0 =Py ,_, =0

f = mzsen2 7T2L2f J1- mzsenzlp

Com L,f sendo o comprimento efetivo da barra ¢ P, sendo a carga critica de
flambagem para o 1° Modo.

Para célculo da deflexdo maxima, que no caso ocorrerd com s = L, faz-se:

dw = senf ds -« dw = 2 seng cosgds ~dw = —mseni /1 —m2sen?(yh)

Porém, ds = — —— dai:

AJ1-m2sen? ¢
w 2m (P 2m 2m
Jy dw =22 [ senp dyp «w =2 [cos P, — cosp] —» Wiz = -

De forma semelhante a usada para o céalculo do wy,;,, faz-se também para a posicao
da coordenada x, aproveitando-se da relacdo dx = cos@ ds, aproveitando-se das
relagdes trigonomeétricas para escrever x em termos de sen 6 e depois em termos de m e
1. Assim obtém-se.

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)

(27)

(28)

(29)

(30)

€1y
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2 (Y 2y
x = _szo [T—mZsenZp dyp — L - Xypy=0 = _Zfo J1—m?sen?y dy

O segundo termo da equacao sendo um Integral eliptica Incompleta de 2* Classe.

A partir das dedugdes, podemos tragar um grafico da trajetoria da coluna, utilizando
de valores tabelados para as varidveis envolvidas (ver o ‘Manual de Férmulas e Tabelas
Matematicas’ de Murray R. Spiegel).

2.2 Método de Runge-Kutta

Por muitas das vezes, essa inclusive, a resposta numérica traz uma aproximag¢ao
bastante proxima para a solucao de problemas com forte nao linearidade. Para a solucao
do caso da barra tomemos a Eq. (19) deduzida acima, aplicando as condi¢des de
contorno cabiveis obtemos o seguinte problema de contorno.

EIE 4 psen(0) = 0
— + Psen(6) =
9$=0 = 0

Os=, = B

Segundo Zill e Cullen (2001), o método de Runge-Kutta tem larga aplicacdo na
resolucdo aproximada de equacdes diferenciais, para tanto o método se vale da
determinagdo numérica das constantes apropriadas que satisfacam a seguinte relacao:

1
(Vns1 = Yn + o (ke + 2k + 2ks + ka)
ky = h f(xn yn)
1 1
] ke=hf(xa+ihyn+3k)
1 1
ks =hf (o +5h oy +3ks)

|k =hf (43R +ks)

Vale salientar que a escolha de h e, portanto o nivel de discretizagdo da barra, estdo
diretamente relacionados a proximidade da solug¢do exata bem como com a quantidade
de iteracdes necessarias para convergir o resultado. Este método foi elaborado para
aproximacao de Problemas de Valor Inicial (PVI), assim, a priori, ndo se encaixando na
descricdo exata da nossa equagao diferencial. Em vias de adaptar o método, se faz
necessdario transformar o problema em um problema de contorno, explicitando sua nao-
linearidade.

EI 4 psen(0) = 0
— + Psen(6) =
93—0 =0

95:0 = My

(32)

(33)

(34)

(35)



e XIISIMMEC

Simposio de Mecanica Computacional

abmec 29 de Outubro a 1° de Novembro de 2018

UFES - Campus Goiabeiras - Vitoria, ES

. . M .
Sendo o termo recém adicionando M;, = E—Il, e M; o momento no engaste. O método

Runge-Kutta, por ser um método de passo inico, nao lida bem com nao linearidadades.
Para suprir essa falta, se faz necessario a aplicagcdo de algum método interativo. Iremos
usar o método de Newton-Raphson seguindo o que foi previamente avaliado por
Banerjee, Bhattacharya e Mallik (2007).

erro

My, =My_1 —5—— (36)
Y2,

Onde este erro ¢ a diferenca entre o O, e o f citado acima na dedugdo do
problema. Para casos onde ndo haja imperfeicdes na peca € com o carregamento
completamente centrado, faz-se f = 0.

. a .4 ) . ~

Para o calculo do termo W(HF L), iremos montar outro sistema-soluciao baseado
no método Runge-Kutta, porém como dessa vez se trata, desde ja, de um problema de
valor inicial, pode-se fazer uma aplicagdo direta do método.

C a ., . 20 ds a0

A priori, vé-se que m(HszL) pode ser reescrito como FYin fs FYviRl f9ﬁ+

26 o . L . . .
fo P onde 8 = f(s,0,60). Como M ¢ independente de s, sua derivada vai ser nula,
obtemos assim, uma equag¢ao de segunda ordem da forma.

= fow+ fpw

Ws—o =0 (37)

Ws—o =1

A solugdo simultanea iterativa e incremental dessa equacao nos da a trajetoria do
caminho pds-critico da barra.
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Barra Engastada-Livre.
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Figura 2 - Comportamento pos-critico de uma barra engastada livre, pelo método de Runge-Kutta
4” Ordem (RK4)
Fonte: (O proprio Autor)
2.3 Método de Rayleigh-Ritz

Como ja foi dito, na solu¢do do Funcional de energia ndo-linear as equagdes

diferenciais geradas ndo tem solugdo analitica. Uma alternativa, que mostrou bons
resultados em Serebrenick (2004) foi o método de Rayleigh-Ritz.

Consiste na aproximagdo da fun¢do de deslocamento por fungdes polinomiais do
tipo f, = 2}1=1Aj(25 j- Para que seja praticavel, segundo Cook et al(2001), se usam

apenas funcdes polinomiais e do tipo seno e cosseno. Outra imposi¢ao para aplicagao do
método é que a fungao f,, se atenha as condi¢des de contorno.

Assim as solugdes para o problema analogo, em sua Otica de pequenas rotagdes
mostra-se adequada e de simples implementagdo para a aplicacdo neste texto.

Faz-se necessario solucionar primeiro o funcional linear valendo-se da Eq. (17)
deduzida no capitulo anterior e das condi¢des de contorno impostas.

Monta-se um sistema em forma matricial, contendo as condi¢des de contorno e os
coeficientes.



e XILSIMMEC

b Simposio de Mecanica Computacional
aomec
29 de Outubro a 1° de Novembro de 2018
UFES - Campus Goiabeiras - Vitoria, ES
all coe a14 Cl 0
: : =10
a41 coe a44 C4 0
22n2cos(mA) A12nZsen(mA)
a1 =0, a;,=0, a3 = — Yz o Q=TT  Aa = 0, az, =0,
A3m3sen(Am) A4t cos(Am) 23m3cos(Am) A4ntsen(Ar)
a3 = 3 - I > Aogq = — B - I , azp =1, az; =0,
_ _ _ _1 _ __Am
az3 =1,a3,=0,a41 =0,0a4, = 7 Qa3 = 0,a44 = 7"

A solugdo trivial desse sistema, {C} = 0, € o caso da estrutura ndo deformada. O
determinante da matriz gera a equagao caracteristica do sistema:

)lsns(cosz (Am) + sen? (An))
L6

det(4) =

Fazendo det(A4) = 0 nds obtemos as cargas criticas para a configurag¢do procurada.
Seguindo o método de Serebrenick (2004), o estudo dos sinais do determinante para
diversas cargas, com cuidadosa inspe¢do para os pontos de troca de sinal, nés d4 um
valor critico da ordem de A, = 0,502833, com erro da ordem de 1075,

Resolvendo o problema de autovalor e autovetor, obtém-se os modos criticos de
associados aos modos de flambagem. Estes autovetores devem ser normalizados. E
importante ressaltar que esta forma nao da amplitude da deflexdo, e sim sua forma,
sendo assim, a equacdo base para essa forma deve ser também normalizada e
multiplicada por um fator () simbolizando a amplitude da deflexao.

A equagdo de Rayleigh-Ritz utilizada, correspondente também a deflexdo da barra
, vZeos("FF) 2
por flambagem é w(x) = — 5
Ao usar essa expressao no funcional de energia a integral resultante para o balanco
de energia se torna mais amena, sendo assim, possivel aplicar a condicdo de

estacionariedade, s(Wm = 0.

Como a expressao para o funcional encontra-se normalizada, a deriva¢do ocorre em
funcdo da sua amplitude 7. Obtem-se a equacdo de equilibrio ndo-linear da coluna,
relacionando A e 7. Torna-se uma tarefa facil tracar o caminho de deslocamento poés-
critico.

(38)

(39)
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Barra Engastada-Livre

135 i

0.95 L L L
0 01 02 03 04 05 06 0.7 08

Wmax/L

Figura 3 - Tracado do caminho pos-critico barra engastada livre.
Fonte: (O proprio Autor)

Colocando todos os resultados sobrepostos em um grafico, obtemos um
comparativo sobre as zonas de precisdo dos métodos estudados, atentando para que os
métodos: analitico e Rayleigh-Ritz estdo definidos para uma deflexdao ocorrida apos o a
chegada da carga de critica, sendo que até este patamar a barra ndo apresenta nenhuma
deformacgao.
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N Barra Engastada-livre
- T T T T T T T T
Meétodo de Rayleigh-Ritz
18k Método Analitico ._
a Método RK4 - com 10 divisdes
Método RK4 - com 40 divisdes
16 .
14r 1
L2r — 7
[ - 7-_’____,_-—-3'"7;;;:N _-
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06 F / i
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Wmax/L

Figura 4 - Comparativo para todos os métodos estudados.

Fonte: (O proprio autor)

3 CONCLUSAO

A grande dificuldade em se tratando de nao linearidade ¢ a formulagdo de um
método automatico de solucdo. Nos métodos analiticos, a solucdo ¢ exata e exigem
poucas aproximacodes, porém frequentemente se mostram de dificil e demorada solucao,
quando um método numérico traria mesmo beneficio. No tragado pos-critico, ainda ha o
problema do salto dinamico corresponde a divisdao das zonas de pequenas e grandes
deformagdes.

O método analitico traz uma série de vantagens, entre elas a precisdo acurada dos
resultados obtidos. Como desvantagem, sua dificultosa formulacdo e o trato com as
integrais elipticas, tornam sua implementacao computacional pouco vantajosa em vista
os métodos iterativos que se apresentam atualmente e mesmo nesse artigo.

O método Runge-Kutta tem facil implementacdo, porém com alto custo
computacional. Com a adequada discretizacdo ¢ possivel modelar com facilidade as
zonas de salto dinamicos moderados, ficando ainda a desejar quanto ao controle quando
em uma regido especifica que porventura venha necessitar de maior atencao.

A aproximag¢ao no método de Rayleigh-Ritz mostra-se interessante quando para a
modelagem em regides imediatamente apds a carga critica, perdendo o sentindo quanto
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ao comportamento nao linear em todo o caminho da barra. A simplificagdo para
pequenas rotacdes, faz o caminho de comportamento da barra ser dividido em duas
etapas, uma poés-critica € uma eléstica, na qual ndo ocorrem deformacgdes na barra.

Ambos se mostram métodos competitivos e até complementares, em se tratando da
regido da barra estudada, como alternativa ao complexo método que € o analitico.
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