Anuario de Resumos 2021

VI Semindrio de Avaliag¢do de Pesquisa Cientifica e Tecnolégica SENAI CIMATEC - 2021

UMA SOLUCAO ANALI'TICA DA EQUACAO DE TRANSPORTE DE POLUENTES
ATMOSFERICOS USANDO DERIVADA CONFORMAVEL

José Roberto Dantas da Silval?; Paulo Henrique Farias Xavier? Davidson Martins Moreira?

1Vinculo institucional: Doutorando em Modelagem Computacional e Tecnologia Industrial; Tipo de projeto:
Agéncia de fomento; dantas.joseroberto@gmail.com

2Centro Universitario SENAI CIMATEC; Salvador - BA; davidson.moreira@gmail.com

RESUMO

Este trabalho apresenta uma solugéo analitica da equacao de difusdo-adveccgédo bidimensional fracionaria no estudo do
transporte de poluentes atmosféricos usando o método de decomposicdo por Laplace (MDL) e a derivada conformavel.
Os resultados simulados em comparacdo com dados experimentais sdo encorajadores e abrem um leque de perspectivas
para sua utilizagdo em outras areas do conhecimento.

PALAVRAS-CHAVE: célculo fracionario; derivada conforméavel; método decomposi¢éo por Laplace; equacao de difuséo-
adveccéo.

1. INTRODUCAO

O caélculo de ordem fracionaria emerge das correspondéncias entre L’Hopital e Leibniz, em 1695.1:2
Atualmente, é definido como a generalizagdo do calculo diferencial e integral e vem ampliando sua formulagéo
conceitual e de aplicagdo, apesar de ainda apresentar alguns desafios a serem superados.3 A proposigdo de
novas formulag8es no &mbito do calculo fracionario impde como desafio o desenvolvimento de metodologias
qgue, potencialmente, utilizando essas novas formulacdes, apresentem-se como mais adequados a
modelagem de fendmenos fisicos tal como a dispersdo de poluentes na atmosfera.

A modelagem da poluicdo do ar esta entre as areas mais desafiadoras, pois a turbuléncia atmosférica
desempenha um papel fundamental na disperséo de poluentes com o surgimento da difusdo andmala. Soma-
se, a esse desafio, lacunas existentes como a dificuldade de obtencdo de uma solucdo exata para o0 modelo
de dispersdo em fun¢éo de pardmetros nao lineares que descrevem adequadamente a velocidade do vento
e a turbuléncia caracteristica deste fenbmeno. Assim, faz-se algumas aproximacdes para se obter uma
solugdo analitica, pois a aplicacdo de derivadas fracionarias torna as equagfes mais complexas e,
logicamente, mais dificeis do que uma de ordem inteira. Destarte, o preenchimento dessas lacunas venha
sendo proposto em diversos trabalhos com solugdes analiticas®, semi-analiticas* e numéricas®, que utilizam
técnicas tais como: o método de decomposicdo de Adomian®, método iterativo variacional’, método da
transformada integral®, método de decomposicéo por Laplace.® No entanto, algumas lacunas permanecem,
pois, todos esses métodos possuem suas limitagdes.

Assim, de forma bastante sucinta, o objetivo principal deste trabalho € mostrar a combinacdo do
método de decomposicéo por Laplace (MDL) aplicada a derivada conforméavel como perspectiva no calculo
fracionario para modelagem de fendmenos fisicos. Esta metodologia representa o estado da arte em termos
de modelagem matemética fracionaria e pode ser aplicada nas mais diversas areas do conhecimento.

2. METODOLOGIA

O método MDL é semelhante ao método de Adomian®, o qual possibilita reduzir o trabalho
computacional na resolugdo de equacdes diferenciais e melhora a acurécia dos resultados. As derivadas de
ordem inteira sempre foram utilizadas para modelar a dispersdo de poluentes na atmosfera. Contudo,
ultimamente, as derivadas fracionarias vém sendo aplicadas com resultados que descrevem mais
adequadamente a dispersdo andmala. Neste trabalho, utiliza-se a derivada conformavel (Ta), onde “a” é a
ordem do operador fracionario:°

_, df (X)
T[f)]=x"*—=2 1
L[ T] ™ (1)
A equacéo de difusdo adveccao em sua forma bidimensional pode ser escrita como:
o0“c(x, z) o%c(x, z)
Uu———==K,(X) —=—= 2
oxX“ 9 oz?
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onde u é a velocidade média do vento na direcao longitudinal (x), ¢ é a concentracao de poluentes integrada
lateralmente, Kz é o coeficiente de difusdo vertical (no caso em andlise, dependente da variavel x) e
representa o parametro fracionario (O<a <1).

Observa-se que a Eq. (2) fica inconsistente na sua dimenséo (lado esquerdo diferente do lado direito).
Portanto, aplicando-se a derivada conformavel dada pela Eq. (1), a consisténcia dimensional é obtida através
do parametro ¢ (dimensdo de comprimento).1%12 Dessa forma, a Eq. (2) pode ser reescrita como:

azc(x )

U a1 2) 9 0C2) g feq @3)

¢1—a ax
com0<z<hex>0, onde h é a altura da camada Ilmlte planetaria (CLP). Na diregdo z as condicdes de
contorno séao as de fluxo nulo na superficie do solo e na altura da CLP.

O coeficiente de difuséo vertical, por simplicidade, é dependente apenas da distancia longitudinal da
fonte e dado por:

K,(x)= (ujux X 4)

com @ sendo uma constante, pois O'VZV € dado experimentalmente (variancia da velocidade vertical). Além
disto, tem-se uma taxa de emissdo (Q) na altura da fonte (Hs) que é a condicé&o fonte:

¢(0,2)=25(z—H,) (5)
u
onde a fung&o delta de Dirac &(.) pode ser reescrita com a seguinte aproximagao:
5(2—HS):%{hZZ[cos(/Inz)cos(lan)ﬂ (6)
n=1
Observa-se das Eq. (3) e Eq. (4) que se pode fazer uma mudanca de variavel.1213
X Xa+l
X = _[ X'“dx’ = (7)
a+l
Portanto, a equacéo a ser resolvida é dada por:
2
i.l_ ac(X,z)zwa c(XZ,z) ®)
g X oz

com as condi¢des de contorno e de fonte dadas anteriormente.
Finalmente, aplica-se na Eq. (8) o método MDL, considerando-se a transformada de Laplace na
variavel X. Apos algum algebrismo e, retornando a variavel x, obtém-se a solu¢éo final dada por:

c(x, z)—ug+u—QZCos(/1 z)cos(4,H, ) exp [ ' j {%jﬂf 9)

Ressalte-se que, caso néo fosse aplicada a derivada conformavel, a solugdo resultante incluiria uma
fungdo de Mittag-Leffler (E_ ), que é a mae de todas as equagdes exponenciais.

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

O gréfico de espalhamento entre as concentra¢gdes previstas (Cp) pelo modelo dado pela Eq. (9) e as
observadas (Co) no experimento de Copenhagen € mostrado na Figura 1. A Figura 1, usando a microescala

de comprimento de Kolmogorov!* para corre¢do da dimensao (¢=77=10‘3m), mostra também os
resultados para velocidade do vento medido na altura de 10 m (Ui) e em 115 m (Uwis) com o parametro
fracionario &z = 0,8. Os pontos entre as linhas pontilhadas correspondem a razéo C, /1C, 6[0.5, 2] )
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Figura 1 - Espalhamento da concentracdo de poluentes usando ¢ =77 € a = 0,80.
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Observa-se que os melhores resultados do modelo sdo obtidos para a velocidade do vento medido
em 10 m de altura (o = 0, 8), pois todos os pontos estdo entre as linhas pontilhadas, representando um
fator de 2 de 100%.

4. CONSIDERACOES FINAIS

O objetivo principal deste trabalho foi desenvolver uma nova metodologia para obter uma solugéo da
equacao difusdo-adveccdo de ordem fracionaria. A grande vantagem da metodologia apresentada é sua
simplicidade na obtencdo de uma solu¢éo analitica. A metodologia proposta, juntamente com o conceito de
derivadas fracionarias, resulta em solu¢cfes analiticas da equacdo de difusdo-adveccao linear de maneira
mais simples e mais geral, sugerindo que ela pode ser estendida a problemas nZo lineares. E importante
salientar que ao se lidar com situag8es reais faz-se necessario usar métodos numéricos (solugdo numérica
da equacéo de difusdo-advecc¢éo). No entanto, é bastante Util primeiro examinar possiveis solugdes analiticas
para obter-se uma formulag@o conhecida e testar solu¢gdes numéricas. Contudo, muitos desafios ainda
persistem e carecem de muita atencdo por todos os pesquisadores que usam derivadas e integrais na solugéo
de problemas de engenharia e demais area de aplicagédo.
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