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RESUMO

Neste trabalho, apresenta-se uma solugdo analitica para equacdo de difusdo-adveccao bidimensional fracionéaria
considerando-se o modelo evolutivo bi-fluxo. A solugdo é obtida com a combinagdo do método da decomposicéo por Laplace
e perturbacéo por homotopia, obtendo-se uma solugdo genérica da equacgdo dependente da funcéo de Mittag-Leffler, a qual
€ intrinseca as solucdes de equagdes diferenciais fracionarias. Os resultados mostram uma rapida convergéncia e uma boa
concordancia com dados experimentais
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1. INTRODUCAO

Nos Ultimos anos, varios métodos tém sido propostos para obteng&o da solu¢éo da equacao da difusao-
adveccao, tal como o método das diferengas finitas (Debnath, 1997), método da decomposicdo de Adomian
(Adomian, 2001), método iterativo variacional (Golbabai; Javidi, 2007), transformada integral (Biazer; Ghazvini,
2009), método da decomposicdo por Laplace (Khan; Austion, 2010). Os processos que regem o0 transporte e
difusé@o dos poluentes sdo numerosos e muito complexos, sendo que seria inviavel descrevé-los sem auxilio de
modelos matematicos, os quais nhormalmente sdo descritos pela equacao de difusdo-adveccdo. Atraves deles é
possivel descrever, interpretar, administrar liberagdes acidentais, avaliar &reas de risco, identificar fontes
poluidoras, corrigir e controlar as concentracdes de poluentes na atmosfera (Moreira; Tirabassi, 2004).
Entretanto, normalmente as solu¢fes analiticas da equacéo de difusdo sdo em funcéo da tradicional Lei de Fick.
De um modo diferente, neste trabalho, adota-se a equacgéo de difusdo-advec¢do considerando-se uma nova
aproximacao na lei de Fick, o processo de difuséo bi-fluxo (Bevilacqua et all., 2015). O processo bi-fluxo consiste
no fluxo simultdneo de dois conjuntos de particulas espalhadas com duas velocidades distintas. O primeiro
conjunto obedece a lei classica de Fick, o chamado fluxo primario, enquanto o segundo, denominado de fluxo
secundario, segue uma nova lei, chamada de retengédo. A equacao da quarta ordem fornece uma abordagem
consistente por levar em consideragéo a energia rotacional que, de outro modo, ndo seria possivel com a teoria
classica (Bevilacqua et all.,, 2015). Nesse trabalho, propbe-se a solu¢cdo da equacdo de difusdo-adveccao
considerando-se o processo bi-fluxo, utilizando-se a metodologia chamada de método da decomposi¢do por
Laplace e perturbacdo por homotopia (He, 2008a, 2008b). A ideia essencial desse método é combinar a
transformada de Laplace e o método de perturbacdo homotopia. Este método conduz a uma solucdo sem
nenhuma discretizacdo, evitando com isso o0s erros de aproximac¢do dos métodos numéricos. O resultado dessa
combinagdo mostra um procedimento elegante que fornece uma solugcdo fechada, obtida através de uma série
que converge rapidamente.

2. METODOLOGIA

A difusédo por bi-fluxo consiste no fluxo simultdneo de dois conjuntos de particulas espalhando-se com duas
velocidades distintas, sendo modelada através de uma equacao diferencial linear de 22 e 42 ordem:
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para0< z < h, x >0, onde h é a altura da camada limite atmosférica (CLA), u é a velocidade longitudinal do
vento médio e a é um parametro de ordem fracionaria. Além disto, c é a concentragdo de poluentes, z é a variavel
espacial na direcdo vertical, x é a distancia longitudinal da fonte, B representa um parametro de controle da
retencédo e difuséo e, por simplicidade, considera-se os coeficientes de difuséo k,; e k,constantes.
Para obter-se a solugéo da equacao (1) € necessario especificar as condi¢des de contorno:
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Além disso, assume-se uma condi¢ao de fonte com emissao constante Q na altura da fonte:
uc(0,z) = Q6(z —H,) em x =0 (4)



onde §(z — H,)é a fungdo delta de Dirac e H, € a altura da fonte. A funcéo delta de Dirac pode ser aproximada
pela expressao:
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onde 1, = r;—” séo os autovalores. Portanto, a condicdo de fonte (4) pode ser reescrita como:
c(0,z) = Q 1+2 z cos(Apz)cos(A,Hy) (6)
n=1

Para a solugéo da equacéo (1), aplica-se a transformada de Laplace na variavel x, usando a definigdo da derivada

de Caputo, obtendo-se:
2
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Onde L representa a transformada de Laplace. Rearranjando-se a equacao (7), obtém-se:
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Aplicando-se a inversa da transformada de Laplace na Equacéo (8), resulta:
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Pelo método da homotopia, a solugdo geral pode der escrita como:
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e os demais termos:
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Seguindo-se a metodologia, calculam-se as derivadas que serdo utilizadas nos termos c¢;. Por simplicidade,
tomando-se em (10), A, = Bk, e 4, = B (1 — B)k,, resulta:
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onde I é a fungao Gama. Portanto, agrupando-se estes primeiros termos, a solucéo final é dada por:
c(x,z) = 24— —Z c0s(A,z) cos (ApHg )Eq[— x¥ A5 (A, + AyA2) (16)
n=1
Segue que a equacao (16) é mais geral, no sentido que, se k, = 0,(4, = 0)e a = 1, obtém-se a solucao para
difusao normal. Cabe ressaltar que Ea € a fungéo de Mittag-Leffler, a qual € intrinseca as solu¢des com derivadas
fracionarias.

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

Para investigar o funcionamento da solucdo obtida contrapdem-se os dados obtidos pelo modelo com os dados
obtidos nos experimentos de Copenhagen. Os experimentos de dispersdo em Copenhagen, retratado no artigo
Gryning e Lyck (1984), consiste na liberacdo do tracador SF6 (hexafluoreto de enxofre). Neste experimento, a
concentracado integrada lateralmente foi normalizada pela taxa de emissao (c / Q).
Na figura 1 a seguir € mostrada concentragdo ao nivel do solo considerando-se os dados do experimentais de
Copenhagen.
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Figura 1: Grafico de espalhamento da concentracdo observada Co em fungédo da concentracdo predita pelo
modelo para a = 0.98. Os pontos entre as linhas tém um fator de 2.

A figura mostra que a concentracdo integrada lateralmente a partir do modelo com k1 constante, em condices
moderadamente instaveis do experimento de Copenhagen, apresenta bons resultados. Entretanto, o melhor
resultado foi para a« = 0.98 onde quase todos 0s pontos estao entre as linhas pontilhadas, as quais representam
um fator de 2. A prOxima analise ser4 uma avaliacdo estatistica das simulac6es do modelo para verificar qual
valor de a apresenta os melhores resultados.

A Tabela 1 mostra os resultados estatisticos do modelo representado pela equacdo (23), considerando
diferentes valores de a e de vento medidos a 115 m de altura (U15).

Tabela 1: indices estatisticos dos resultados do modelo.
U(115) NMSE COR FA2 FB FS

a = 0.98 0.11 0.860 1.000 0.117 0.269

Dentro do contexto de dispersédo de poluentes na atmosfera, os resultados mostram uma boa concordancia
com os dados experimentais.

4. CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foi demonstrado que o0 método de decomposi¢éo por Laplace e perturbacao por homotopia
pode ser utilizado para resolver a equacéo difuséo bi-fluxo fracionéria, obtendo-se uma solugcdo mais geral. Esta
metodologia € simples e direta, apresentando uma rapida convergéncia na série. Ressalta-se que esta € a
primeira vez na literatura que esta equagéo tem uma solugdo obtida com a utilizag@o de derivadas fracionérias.
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